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Chapitre 6
SGE diphasique avec une vision discontinue
des interfaces : ISS
N
ous disposons maintenant d’un syste`me ferme´ pour la SGE diphasique avec une
vision continue des interfaces. Cependant, la re´solution de ce syste`me ne´cessite
de localiser la position de la discontinuite´ pour estimer les termes sous-maille. De
plus, il faudrait pour re´soudre nume´riquement ce syste`me de´velopper une me´thode de
type interface diffuse. Or, pour que ces me´thodes soient inte´ressantes (non diffusives
avec un couˆt nume´rique acceptable), il faut minimiser la discre´tisation des profils des
grandeurs dans la zone de transition en introduisant des me´canismes physiques de re-
laxation ce qui implique un important travail the´orique pre´alable. Il est donc inte´ressant
de formuler directement le proble`me avec une vision discontinue des interfaces afin de
pouvoir utiliser la me´thode nume´rique dont nous disposons. Cet inte´reˆt pragmatique
se double d’un inte´reˆt the´orique : quelle conditions de saut ve´rifient les champs filtre´s ?
Pour re´pondre a` cette question, on va utiliser les outils de la SND qui permettent d’ex-
pliquer les conditions de saut du formalisme monofluide a` partir d’une mode´lisation
continue des interfaces. Ces outils sont principalement les de´veloppements asympto-
tiques raccorde´s (DAR). Nous pre´senterons d’abord rapidement ces outils puis nous
les appliquerons aux e´quations de la SGE diphasique.
6.1 Inte´reˆt d’une formulation discontinue
6.1.1 Inte´reˆt the´orique
En appliquant le filtre a` cheval sur la discontinuite´, on l’a transforme´e en une zone continue
de transition. Cependant, dans ce cas et contrairement au mode`le d’interface diffuse [41], le
profil des grandeurs a` travers cette zone de transition ne peut pas s’interpre´ter physiquement.
Puisque le syste`me d’e´quations que nous avons e´tabli est issu d’un formalisme discontinu, il
semble judicieux de le comparer au syste`me dont on est parti et donc de revenir a` une vision
discontinue des interfaces. En particulier, on de´sire savoir quelles conditions de saut ve´rifient
les grandeurs filtre´es et en quoi elles diffe`rent des conditions de saut des grandeurs d’origine.
De fac¸on ge´ne´rale, on part de deux sous-domaines couple´s a` leur frontie`re commune et on
cherche a` de´terminer le couplage qu’il faut appliquer si l’on sous-re´sout.
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6.1.2 Inte´reˆt pratique
L’allure des termes sous-maille spe´cifiques aux e´coulements diphasiques (par exemple, celui
issu de l’acce´le´ration dans l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement) est repre´sente´e sur la
figure 5.9(d). Si on de´sire re´soudre nume´riquement le syste`me (5.72), il faut donc eˆtre capable
de capturer ce type de profil a` l’inte´rieur de la zone de transition. Ceci pose deux proble`mes.
Le premier proble`me consiste a` ne pas diffuser ce profil de fac¸on a` ce que l’e´paisseur sur
laquelle le terme est non nul reste borne´e. Pour e´viter ce proble`me de diffusion, les me´thodes
a` interface diffuse introduisent, graˆce a` des conside´rations thermodynamiques, des me´canismes
physiques de relaxation vers un profil d’e´quilibre. Une autre solution est de de´velopper des
sche´mas nume´riques non diffusifs. Mais, dans les deux cas, la solution n’est pas imme´diate. Le
deuxie`me proble`me est le couˆt nume´rique ne´cessaire a` la discre´tisation de ce profil. En effet,
les termes sous-maille varient fortement sur une petite e´paisseur, ce qui impose a priori une
taille de mailles trop faible pour eˆtre compatible avec l’objectif initial de SGE. L’inte´reˆt du
formalisme discontinu est de supprimer ces deux proble`mes en ramenant la zone de transition
a` une surface infiniment mince. Il n’y a alors plus de proble`me de diffusion, car on peut utiliser
les me´thodes nume´riques de SND capables de ge´rer les discontinuite´s. Il n’est plus question
de mailler finement la zone de transition, car on a transforme´ les forces volumiques de la zone
de transition en forces surfaciques. Enfin, les mode`les que nous avons propose´s ne´cessitent de
localiser pre´cise´ment l’interface. Bien que nous ayons de´termine´ le lien entre zone de transition
et position de la discontinuite´ au paragraphe 5.9, la reconstruction d’une interface en fonction
de la courbure risque d’eˆtre un proble`me nume´rique conse´quent. Au contraire, il est facile a`
partir de la formule (5.83) de reconstruire le profil de la fonction indicatrice de phase filtre´e
a` partir de la position de la discontinuite´.
Dans ce chapitre, on pre´sente les outils qui permettent de de´terminer un syste`me discontinu
e´quivalent a` un proble`me continu dont les grandeurs varient continuˆment dans la zone de
transition. On les utilise pour de´terminer les conditions de saut a` l’interface dans le cadre de la
SGE pour les e´coulements diphasiques. On aboutit ainsi a` un syste`me d’e´quations directement
utilisable par n’importe quelle me´thode de SND base´e sur le formalisme discontinu.
6.2 Pre´sentation des me´thodes pour le passage d’une vision
continue a` une vision discontinue des interfaces
Physiquement, une interface entre deux phases est une zone de transition ou`, la masse
volumique, par exemple, varie continuˆment. Pourtant, comme l’e´paisseur de cette zone de
transition est tre`s petite, on repre´sente ge´ne´ralement les interfaces par des surfaces de discon-
tinuite´ et on de´termine les conditions de saut a` imposer aux interfaces de fac¸on a` respecter
la physique a` l’e´chelle mole´culaire. Les e´quations du formalisme monofluide que nous avons
de´crites au chapitre 1, peuvent eˆtre obtenues de cette fac¸on [2]. En les filtrant pour e´tablir
un syste`me de la SGE diphasique, on retombe sur une zone volumique de transition dont
l’e´paisseur est deux fois la taille du filtre. Pour des raisons de couˆt nume´rique, on a inte´reˆt en
SGE a` ce que la taille de la maille soit aussi proche que possible de la taille du filtre. Ainsi,
comme pour la SND, on de´sire ne pas avoir a` de´crire la physique de cette zone de transition
et on cherche les conditions de saut qu’il faut imposer aux interfaces pour tenir compte de
cette physique dans une repre´sentation discontinue.
Nous allons de´crire les deux me´thodes que nous avons utilise´es pour de´terminer les
e´quations du concept ISS. Nous les illustrerons par des exemples connus en SND afin de
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faire un paralle`le avec notre de´marche.
6.2.1 Analyse ge´ne´rique des processus interfaciaux
Principe de la me´thode
La me´thode que l’on pre´sente rapidement ici est de´crite en de´tail dans l’ouvrage de Ed-
wards et al. [23]. Cette analyse distingue deux types de repre´sentations des interfaces suivant
la distance ou` se place l’observateur. Edwards parle de repre´sentation macroscopique lorsque
l’observateur n’est pas capable de distinguer les longueurs de l’ordre de l’e´paisseur de la zone
de transition et voit alors un champ, φ˜, discontinu a` l’interface. Il parle de repre´sentation
microscopique lorsque l’observateur ne voit pas d’interface mais une zone volumique de tran-
sition et un champ, φ, qui varie continuˆment. Les champs φ et φ˜ ne diffe`rent que dans la zone
de transition (i.e. a` proximite´ de l’interface) comme l’illustre la figure 6.1. Le lien entre les
champs microscopique et macroscopique se fait graˆce a` la notion de grandeur en exce`s. La
valeur en exce`s d’une grandeur est l’inte´grale de la diffe´rence entre les repre´sentations micro-
scopique et macroscopique dans la zone interfaciale et par unite´ de surface. On la note
(
φ
)ex
∫
A
(
φ
)ex
dS =
∫
V
(
φ− φ˜
)
dV (6.1a)
ou` V est le volume de controˆle de´fini dans la zone interfaciale et A la portion d’interface
incluse dans ce volume. Lorsque le rapport de l’e´paisseur de la zone de transition1 δ et de
l’e´chelle de grandeur macroscopique, par exemple le rayon de courbure de l’interface Rb, tend
vers ze´ro, on a deux autres de´finitions e´quivalentes pour les champs surfaciques
(
φ
)ex
. On
peut de´finir la grandeur en exce`s a` partir du flux de la grandeur φ a` travers la frontie`re ∂V
du volume de controˆle V . En notant ∂A le contour de la surface A incluse dans ce volume, on
a : ∫
∂A
(
φ
)ex
dL =
∫
∂V
(
φ− φ˜
)
dS (6.1b)
La relation suivante est encore ve´rifie´e
(
φ
)ex
=
∫ +∞
−∞
(
φ− φ˜
)
dξ3 (6.1c)
ou` ξ3 repre´sente la distance signe´e a` l’interface. Dans l’annexe B, on discute de l’e´quivalence
de ces trois de´finitions dans le cas d’une interface sphe´rique (voir aussi [23]). Graphiquement,
cette grandeur en exce`s est repre´sente´e par la partie hachure´e de la figure 6.1. Elle est associe´e
a` l’interface et permet d’exprimer les conditions de saut des grandeurs macroscopiques.
L’avantage de cette approche re´side dans son caracte`re ge´ne´rique. Une fois les re`gles pour
de´terminer les e´quations des grandeurs en exce`s e´tablies, on peut les appliquer a` des e´quations
de bilan ge´ne´rique comme le font Edwards et al. [23]. Elle permet donc de connaˆıtre rapidement
la forme ge´ne´rale des conditions de saut. En revanche, puisque les valeurs en exce`s de´pendent
des grandeurs microscopiques, les conditions de saut que l’on obtient ne sont pas ferme´es. Cette
analyse ne´cessite donc une e´tape de mode´lisation supple´mentaire pour fermer le proble`me.
Bien que moins ge´ne´rique, la me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s inclut
l’e´tape de mode´lisation et aboutit a` un proble`me ferme´.
1La zone de transition est la zone ou` les grandeurs microscopique et macroscopique diffe`rent.
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Fig. 6.1 – De´finition du volume de controˆle associe´ a` la zone de transition interfaciale et d’une
grandeur en exce`s
Origine volumique de la tension de surface
Pour illustrer la me´thode ge´ne´rique d’analyse des processus interfaciaux, on pre´sente le
cas de la tension interfaciale. Dans le cadre d’un mode`le d’interface diffuse, on peut montrer
que l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement se met sous la forme suivante
ρ
du
dt
= −∇ · (pI+ λ∇ρ⊗∇ρ) (6.2)
ou` ρ est la masse volumique du fluide, p sa pression, u sa vitesse, λ le coefficient de capillarite´
interne suppose´ constant pour des raisons de simplicite´ et ou` d/dt ≡ ∂/∂t + u · ∇ est la
de´rive´e convective. Le tenseur non sphe´rique λ∇ρ⊗∇ρ est le tenseur de Korteweg qui permet
de comprendre l’origine volumique de la tension de surface comme on le montre par la suite. On
s’inte´resse au syste`me a` l’e´quilibre. L’e´quilibre est caracte´rise´ par une vitesse nulle. L’e´quation
de bilan de quantite´ de mouvement se met alors sous la forme :
∇ · (pI+ λ∇ρ⊗∇ρ) = 0 (6.3)
Cette e´quation est l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement a` l’e´quilibre pour l’e´chelle
microscopique. L’application de la me´thode pre´sente´e sur des e´quations ge´ne´riques par Ed-
wards et al. [23] a` cette e´quation particulie`re est relativement imme´diate et on peut trouver
directement le re´sultat. On choisit ici de de´tailler les diffe´rentes e´tapes de raisonnement afin
d’illustrer la philosophie de la me´thode. Puisque, loin des interfaces, la masse volumique est
constante par phase, le champ macroscopique de la pression, p˜k, ve´rifie dans chacune des
phases (k = l dans la phase liquide et k = g dans la phase gazeuse) a` l’e´quilibre :
∇ · (p˜kI) = 0 (6.4)
Cette e´quation est l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement a` l’e´quilibre pour l’e´chelle
macroscopique. Soit V le volume de controˆle repre´sente´ par la figure 6.2. On de´compose ce
volume de controˆle de la fac¸on suivante :
V = V I ⊕ V II ⊕A (6.5)
Le volume V I est associe´ a` la phase liquide (k = l) et V II a` la phase gazeuse (k = g). A
repre´sente la surface de l’interface comprise dans le volume V . On note ∂V la frontie`re du
volume V et ∂V I (respectivement ∂V II) la frontie`re du volume V I (respectivement V II).
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Fig. 6.2 – De´composition du volume de controˆle en trois partie : une partie interfaciale et
deux volumes de controˆle phasique d’apre`s Edwards et al. [23]
En utilisant le the´ore`me de la divergence surfacique, l’inte´gration de l’e´quation de bilan de
quantite´ de mouvement a` l’e´chelle microscopique (6.3) fournit :∫
∂V
(pI+ λ∇ρ⊗∇ρ) · dS = 0 (6.6)
De meˆme, l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement a` l’e´chelle macroscopique (6.4) de
la phase liquide (respectivement de la phase gazeuse) est inte´gre´e sur le volume de controˆle
V I (respectivement V II). En utilisant a` nouveau le the´ore`me de la divergence surfacique, on
trouve respectivement : ∫
∂V I
p˜lI · dS = 0 (6.7a)∫
∂V II
p˜gI · dS = 0 (6.7b)
Remarquons que la somme des flux a` travers les frontie`res ∂V I et ∂V II correspond au flux a`
travers la frontie`re ∂V auquel il faut retrancher le flux a` travers la surface A+ pour ∂V I et la
flux a` travers la surface A− pour ∂V II :∫
∂V I
p˜lI · dS−
∫
A+
p˜lI · dA+ +
∫
∂V II
p˜gI · dS−
∫
A−
p˜gI · dA− =
∫
∂V
p˜ I · dS (6.8)
Par conse´quent, en additionnant les deux e´quations (6.7a) et (6.7b) et en utilisant la normale
a` l’interface sortante de la phase gazeuse, n (voir fig. 6.2), on trouve∫
∂V
p˜ I · dS =
∫
A
(p˜l − p˜g) I · ndA =
∫
A
[ p˜ ]ndA (6.9)
ou` [ p˜ ] = p˜l − p˜g repre´sente le saut de pression au niveau de l’interface. En soustrayant
l’e´quation pre´ce´dente (6.9) a` l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement a` l’e´chelle micro-
scopique inte´gre´e sur le volume V (6.6), on a :∫
∂V
(pI+ λ∇ρ⊗∇ρ) · dS−
∫
∂V
p˜ I · dS = −
∫
A
[ p˜ ]ndA (6.10)
D’apre`s la de´finition des grandeurs en exce`s (6.1b), on reconnaˆıt dans le membre de gauche
de l’e´quation pre´ce´dente le flux du tenseur des contraintes le long de la courbe ∂A :∫
∂V
(
( p− p˜ ) I+ (λ∇ρ⊗∇ρ− 0)
)
· dS =
∫
∂A
(
( p )ex I+ (λ∇ρ⊗∇ρ )ex
)
· dL (6.11)
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Le membre de droite de l’expression pre´ce´dente se re´e´crit en utilisant le the´ore`me de la diver-
gence surfacique (voir paragraphe C.10 de l’annexe C)∫
∂A
(
( p )ex I+(λ∇ρ⊗∇ρ )ex
)
·dL =
∫
A
∇s ·
(
P ·(( p )ex I)+P ·(λ∇ρ⊗∇ρ )ex
)
dA (6.12)
ou` ∇s· est l’ope´rateur de divergence surfacique et P est le projecteur sur la surface2. Ces
deux ope´rateurs sont de´finis respectivement au paragraphe C.5.2 et par l’e´quation (C.23)
dans l’annexe C. Puisqu’a` l’e´quilibre, ∇ρ est un vecteur normal a` l’interface, on peut e´crire :
∇ρ⊗∇ρ = ‖∇ρ‖2 n⊗ n (6.13)
De plus, P · (n⊗ n) = 0, donc l’e´quation (6.11) devient :∫
∂V
(
( p− p˜ ) I+ (λ∇ρ⊗∇ρ− 0) ) · dS = ∫
A
∇s · (( p )exP) dA (6.14)
En e´galant le membre de droite de cette dernie`re expression a` celui de l’e´quation (6.10), on
trouve :
−
∫
A
[ p˜ ]ndA =
∫
A
∇s · (( p )exP) dA (6.15)
Ce re´sultat e´tant valable pour toute portion A de l’interface, on a finalement :
− [ p˜ ]n = ∇s · (( p )exP) (6.16)
Par de´finition de la courbure moyenne κ et du projecteur sur la surface P, on a l’e´galite´ :
∇s ·P = κn (6.17)
Enfin, a` l’e´quilibre, la pression p est inde´pendante des coordonne´es tangentielles a` l’interface,
elle ne de´pend que de la distance a` l’interface3. Par conse´quent, a` l’e´quilibre, le gradient
surfacique, ∇s, de la grandeur en exce`s de la pression est nul :
∇s ( p )ex = 0 (6.18)
Ainsi, en notant la tension de surface
σ=ˆ ( p )ex (6.19)
et en de´composant le membre de droite de l’e´quation (6.16), on retrouve la relation de Laplace :
− [ p˜ ]n = σκn (6.20)
A partir d’une description continue de la physique des interfaces, nous avons montre´ com-
ment l’analyse ge´ne´rique des processus interfaciaux permet, en faisant des bilans sur des
volumes de controˆle, de de´terminer la forme ge´ne´rale des conditions de saut d’un proble`me
discontinu e´quivalent. Sans refaire toutes les e´tapes du raisonnement pre´ce´dent, nous utili-
serons la philosophie de cette me´thode pour trouver les conditions de saut des e´quations de
la SGE diphasique a` partir de la description continue que nous avons e´tablie au chapitre
pre´ce´dent.
2Le projecteur sur la surface P correspond a` l’ope´rateur identite´ pour les champs surfaciques tangents. C’est
la raison pour laquelle il est parfois note´ Is.
3Le fait que la pression soit inde´pendante des coordonne´es tangentielles est cohe´rent avec l’hypothe`se que
le gradient de masse volumique est un vecteur normal.
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6.2.2 Me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s
Principe de la me´thode
La me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s permet de trouver les solutions
approche´es d’e´quations diffe´rentielles ou` deux e´chelles de longueurs d’ordre de grandeur tre`s
diffe´rent interviennent. Lorsque l’on adimensionnalise les e´quations, le rapport de ces deux
e´chelles de longueur fait apparaˆıtre un petit parame`tre que l’on notera ǫ. Dans notre cas, la
petite e´chelle de longueur correspond a` la taille du filtre, c’est-a`-dire la taille de l’interface
e´paissie (car filtre´e). Elle est donc e´gale a` l’e´paisseur de la zone de transition entre les deux
phases monophasiques. On la note δ. Toujours dans notre cas, la grande e´chelle de longueur
est le rayon de la sphe`re osculatrice de la bulle. On le note Rb. Finalement, on a : ǫ =
δ
Rb
.
La premie`re e´tape de la me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s consiste a`
se´parer le domaine en diffe´rentes sous-re´gions : les re´gions exte´rieures ou` les grandeurs varient
lentement et une re´gion inte´rieure ou` les grandeurs varient rapidement. Les re´gions exte´rieures
sont bien suˆr les parties monophasiques du domaine et la re´gion inte´rieure correspond a` la zone
de transition qui se situe en proche interface. Un bon exemple de grandeur dont les variations
sont soit lentes, soit rapides, suivant la re´gion ou` l’on se trouve, est la masse volumique. En
effet, on la suppose constante dans les re´gions exte´rieures et elles varient rapidement dans la
re´gion inte´rieure (voir fig. 5.3, 5.5 et 5.29(b) du chapitre pre´ce´dent). Dans la deuxie`me e´tape
de cette me´thode, on effectue, dans la re´gion inte´rieure, un changement de variable suivant la
direction normale afin de tenir compte des variations rapides des grandeurs physiques. Cela
revient a` dilater la direction normale et donc, a` lui donner une importance pre´dominante par
rapport aux directions tangentielles. Les e´quations diffe´rentielles sont alors e´crites a` diffe´rents
ordres a` l’aide d’un de´veloppement asymptotique en ǫ. On les re´sout se´pare´ment dans chacune
des re´gions, exte´rieures et inte´rieure. La dernie`re e´tape consiste a` raccorder les solutions
obtenues dans les diffe´rentes re´gions graˆce aux conditions de raccord (on les explicite au
paragraphe 6.4.5) valable quand ǫ tend vers ze´ro [104]. Lorsque ǫ → 0, la zone de transition
tend vers une surface de discontinuite´. Les solutions des re´gions exte´rieures sont les solutions
approche´es de ce nouveau proble`me discontinu. On l’appelle proble`me discontinu e´quivalent
car il ne diffe`re du pre´ce´dent que dans la zone de transition. Ainsi, a` partir de la re´solution
d’une e´quation diffe´rentielle simplifie´e dans la re´gion inte´rieure, on de´rive analytiquement les
conditions de saut a` appliquer entre les solutions des proble`mes des re´gions exte´rieures.
Un exemple simple
Cette me´thode nous permettra d’exprimer les conditions de saut des grandeurs filtre´es a`
appliquer a` l’interface. On disposera alors d’un syste`me d’e´quations pour la SGE diphasique
avec une vision discontinue des interfaces. Avant d’appliquer cette me´thode a` l’e´tude complexe
des e´coulements diphasiques et turbulents, on la pre´sente sur un exemple simple pour illustrer
les diffe´rentes e´tapes que nous venons de de´crire. On se place dans le syste`me de coordonne´es
ge´ne´ralise´es (ξ1, ξ2, ξ3) lie´ a` l’interface discontinue e´quivalente. (ξ1, ξ2) mesurent la distance
selon les directions principales de l’interface et ξ3 mesure la distance selon la direction nor-
male a` l’interface. Dans l’annexe C, on de´finit plus comple`tement ce syste`me de coordonne´es.
L’interface est situe´e en ξ3 = 0, la phase gazeuse (indice g) pour ξ3 < 0 et la phase liquide
(indice l) pour ξ3 > 0. On suppose que le champ de vitesse filtre´e est monodimensionnel,
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stationnaire, qu’il de´pend uniquement de ξ3 et qu’il est la solution du syste`me suivant :
du
dξ3
(ξ3, ǫ)
√
ξ23 + ǫ
2 − u(ξ3, ǫ) = 0 (6.21a)
u(1, ǫ) = 1 (6.21b)
Dans le cas de syste`me tre`s simple, on trouve facilement la solution exacte :
u(ξ3, ǫ) =
ξ3 +
√
ξ23 + ǫ
2
1 +
√
1 + ǫ2
(6.22)
Premie`re e´tape : de´finition des diffe´rentes re´gions La re´gion inte´rieure est ici le
voisinage de l’origine. Les re´gions exte´rieures sont de part et d’autre du plan ξ3 = 0 pour ξ3
suffisamment grand.
Deuxie`me e´tape : changement de variable et de´veloppement en ǫ Comme on s’at-
tend a` des variations d’ordre 1 dans la re´gion inte´rieure, on effectue le changement de variable
suivant :
ξ =ˆ
ξ3
ǫ
(6.23a)
u(ξ3, ǫ) = u˘(ξ, ǫ) (6.23b)
En introduisant cette nouvelle variable ξ dans l’e´quation (6.21a), on trouve :
du˘
dξ
(ξ, ǫ)
√
ξ2 + 1− u˘(ξ, ǫ) = 0 (6.24)
Pour re´soudre cette e´quation, on cherche ge´ne´ralement la solution sous la forme d’un
de´veloppement en ǫ :
u˘(ξ, ǫ) = u˘
0
(ξ) + ǫ u˘
1
(ξ) +O (ǫ2) (6.25)
A l’ordre 0, l’e´quation (6.24) s’e´crit pour la re´gion inte´rieure :
du˘
0
dξ
(ξ)
√
ξ2 + 1− u˘0(ξ) = 0 (6.26)
En faisant le changement de fonction inconnue u˘
0
(ξ) = ef(ξ), on se rame`ne a` :
df
dξ
(ξ) =
1√
1 + ξ2
(6.27)
Il faut alors faire appel a` de vieux souvenirs
dArgsh
dx
(x) =
1√
1 + x2
(6.28a)
Argsh(x) = ln(x+
√
1 + x2) (6.28b)
ou` Argsh = sh−1 avec sh(x) = e
x−e−x
2 . Finalement, en notant c
0 la constante d’inte´gration
de l’ordre 0, on a :
u˘
0
(ξ) = c0(ξ +
√
1 + ξ2) (6.29)
Pour re´soudre l’e´quation dans les re´gions exte´rieures, on cherche e´galement la solution sous
la forme d’un de´veloppement en ǫ mais sans faire de changement de variable :
u(ξ3, ǫ) = u
0(ξ3) + ǫ u
1(ξ3) +O
(
ǫ2
)
(6.30)
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A l’ordre 0, l’e´quation (6.24) s’e´crit pour les re´gions exte´rieures :
du0
dξ3
(ξ3) |ξ3| − u0(ξ3) = 0 (6.31)
Avec le meˆme changement de fonction inconnue que pour la re´gion inte´rieure, on trouve
respectivement pour les phases gazeuses et liquides :
u0g(ξ3) =
c0g
ξ3
(6.32a)
u0l (ξ3) = c
0
l ξ3 (6.32b)
A cette e´tape de la me´thode, parmi les trois constantes d’inte´gration que nous avons in-
troduites, seule celle correspondant a` la solution dans la re´gion exte´rieure liquide, c0l , peut
eˆtre de´termine´e. En effet, on ne dispose que d’une condition aux limites, u(1, ǫ) = 1, et elle
concerne la re´gion exte´rieure liquide. Elle fournit c0l = 1. Les autres constantes d’inte´gration
sont de´termine´es a` partir des conditions de raccord.
Troisie`me e´tape : application des conditions de raccord L’interface e´tant situe´e en
ξ3 = 0, le principe de raccord s’e´crit (voir paragraphe 6.4.5) :
lim
ξ→±∞
u˘
0
= lim
ξ3→ 0±
u0 (6.33)
En l’appliquant d’abord coˆte´ liquide (ξ3 > 0), on trouve que c
0 = 0 ce qui implique coˆte´ gaz
(ξ3 < 0) c
0
g = 0. Finalement, on a les solutions suivantes :
u˘
0
(ξ) = 0 pour la re´gion inte´rieure (6.34a)
u0g(ξ3) = 0 pour la re´gion exte´rieure gazeuse (ξ3 < 0) (6.34b)
u0l (ξ3) = ξ3 pour la re´gion exte´rieure liquide (ξ3 > 0) (6.34c)
En faisant tendre ǫ vers ze´ro, on se rame`ne a` un proble`me discontinu (la zone de transition est
d’e´paisseur nulle). La me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s nous a permis
de montrer, dans ce cas pre´cis, qu’a` l’ordre 0 le champ de vitesse est continu en valeur et
discontinu en de´rive´e :
lim
ξ3→0+
u0l − lim
ξ3→0−
u0g = 0 (6.35a)
lim
ξ3→0+
du0l
dξ3
− lim
ξ3→0−
du0g
dξ3
= 1 (6.35b)
A l’ordre 1, les solutions dans les re´gions exte´rieures sont nulles, la solution dans la re´gion
inte´rieure est :
u˘
1
(ξ) =
ξ +
√
ξ2 + 1
2
(6.36)
La solution approche´e (de´finie comme la somme des solutions inte´rieure et exte´rieures moins
la valeur du raccord entre les solutions), uapp est alors :
uapp(ξ3, ǫ) =
ξ3 +
√
ξ23 + ǫ
2
2
(6.37)
La figure 6.3 repre´sente les solutions exte´rieures liquide et gazeuse, approche´e et exacte pour
ǫ = 0, 1. On constate que les solutions exte´rieures sont de tre`s bonnes approximations de la
solution exacte de`s que l’on est suffisamment loin de l’interface.
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Solution exacte
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Solution extérieure gaz
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u
Interface liquidegaz
−0.5
 0
 0.5
 1
 1.5
 2
−2 −1.5 −1 −0.5  0  0.5  1  1.5  2
Fig. 6.3 – Solutions d’un proble`me discontinue e´quivalent obtenues graˆce a` la me´thode des
de´veloppements asymptotiques raccorde´s
Finalement, en de´finissant le champ de vitesse du proble`me discontinu u˜ comme l’ordre 0 du
champ de vitesse des re´gions exte´rieures u0
u˜ = u0, (6.38)
on a e´tabli le syste`me discontinu e´quivalent suivant
du˜
dξ3
(ξ3) |ξ3| − u˜(ξ3) = 0 pour ξ3 6= 0 (6.39a)
u˜(1) = 1 (6.39b)
[ u˜ ] = 0 pour ξ3 = 0 (6.39c)
ou` [ u˜ ] repre´sente le saut de vitesse.
Origine volumique de la tension de surface
L’exemple pre´ce´dent est formel, l’e´quation diffe´rentielle dont on est parti e´tait adimen-
sionnalise´e. Or, une des e´tapes pre´liminaires essentielles de la me´thode des de´veloppements
asymptotiques raccorde´s est l’e´tape d’adimensionnalisation. Afin d’illustrer cette e´tape ainsi
que les similitudes entre l’analyse ge´ne´rique des processus interfaciaux et la me´thode des
de´veloppements asymptotiques raccorde´s, on reprend l’exemple de l’origine volumique de la
tension de surface. Avant d’adimensionnaliser l’e´quation (6.3), on la re´e´crit sous une forme
e´quivalente mais plus simple a` analyser mathe´matiquement. On montre facilement que :
∇ · (∇ρ⊗∇ρ) = ∇
(‖∇ρ‖2
2
)
+ (∆ρ)∇ρ (6.40)
En supposant comme pre´ce´demment que λ est une constante, l’e´quation (6.3) peut donc se
re´e´crire sous la forme suivante :
∇p+ λ
(
∇
(‖∇ρ‖2
2
)
+ (∆ρ)∇ρ
)
= 0 (6.41)
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La re´solution de cette e´quation d’e´quilibre pour une interface plane4 fournit l’ordre de grandeur
de la tension de surface (de´finie par la relation (6.19))
σ ∼ λ [ ρ ]
δ
(6.42)
ou` [ ρ ] = ρl−ρg repre´sente le saut de masse volumique et δ l’e´paisseur de la zone de transition.
L’ordre de grandeur de la pression s’exprime naturellement en fonction de la tension de surface,
σ, et du rayon de courbure de la sphe`re osculatrice a` l’interface, Rb :
p ∼ σ
Rb
(6.43)
En remplac¸ant, dans l’expression pre´ce´dente, la tension de surface par son ordre de grandeur
donne´ par l’e´quation (6.42), on trouve :
p ∼ λ [ ρ ]
Rb δ
(6.44)
En adimensionnalisant la pression comme nous venons de le pre´ciser, la masse volumique ρ
par le saut de masse volumique [ ρ ], et en prenant le rayon de courbure de la sphe`re oscula-
trice comme longueur caracte´ristique (on se sert de cette longueur pour adimensionnaliser les
ope´rateurs de de´rivation), on trouve la forme adimensionnalise´e de l’e´quation (6.41)
∇p+ ǫ
(
∇
(‖∇ρ‖2
2
)
+ (∆ρ)∇ρ
)
= 0 (6.45)
avec
ǫ =
δ
Rb
(6.46)
Pour des raisons de commodite´ de notation, on note les grandeurs adimensionnalise´es comme
les grandeurs elles-meˆmes. Le parame`tre adimensionnalise´ ǫ est tre`s petit devant 1. C’est le
petit parame`tre des de´veloppements asymptotiques raccorde´s.
Comme dans l’exemple pre´ce´dent, on utilise les coordonne´es ge´ne´ralise´e (ξ1, ξ2, ξ3). On
suppose que l’interface est situe´e en ξ3 = 0, la phase gazeuse (indice g) pour ξ3 < 0 et la
phase liquide (indice l) pour ξ3 > 0.
Premie`re e´tape : de´finition des diffe´rentes re´gions Comme on vient de le pre´ciser, la
re´gion inte´rieure est ici le voisinage de l’origine −δ ≤ ξ3 ≤ δ. Les re´gions exte´rieures ve´rifient
respectivement ξ3 > δ et ξ3 < −δ.
Deuxie`me e´tape : changement de variable et de´veloppement en ǫ Comme on s’at-
tend a` des variations d’ordre 1 dans la re´gion inte´rieure, on effectue le changement de variable
suivant :
ξ =ˆ
ξ3
ǫ
(6.47a)
p(ξ1, ξ2, ξ3, ǫ) = p˘(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) (6.47b)
ρ(ξ1, ξ2, ξ3, ǫ) = ρ˘(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) (6.47c)
4On ne pre´sente pas dans ce me´moire la re´solution de cette e´quation d’e´quilibre pour une interface plane,
mais on la trouvera par exemple dans [2].
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Les variables du syste`me sont alors elles aussi de´veloppe´es en ǫ :
p˘(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) =
1
ǫ
p˘
−1
(ξ1, ξ2, ξ) + p˘
0
(ξ1, ξ2, ξ) +O (ǫ) (6.48a)
ρ˘(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) = ρ˘
0
(ξ1, ξ2, ξ) + ǫ ρ˘
1
(ξ1, ξ2, ξ) +O
(
ǫ2
)
(6.48b)
Il est important de noter que la pression et la masse volumique ne commencent pas au meˆme
ordre. C’est l’analyse des ordres de grandeur des variations de la pression et de la masse
volumique sur la solution, pour une interface plane, de l’e´quation (6.3) qui permet de connaˆıtre
a priori l’ordre le plus bas en ǫ de ces grandeurs (voir par exemple [2]). En introduisant cette
nouvelle variable et ces de´veloppements en ǫ dans l’e´quation (6.45), on trouve dans la direction
normale a` l’interface :
– a` l’ordre -1 en ǫ
∂
∂ξ
p˘−1 + 1
2
(
∂ρ˘
0
∂ξ
)2+ ∂2ρ˘0
∂ξ2
∂ρ˘
0
∂ξ
= 0 (6.49a)
– a` l’ordre 0 en ǫ
∂
∂ξ
(
p˘
0
+
∂ρ˘
0
∂ξ
∂ρ˘
1
∂ξ
)
+
(
∂2ρ˘
1
∂ξ2
+ (κ1 + κ2)
∂ρ˘
0
∂ξ
)
∂ρ˘
0
∂ξ
+
∂2ρ˘
0
∂ξ2
∂ρ˘
1
∂ξ
= 0 (6.49b)
ou` κ1 et κ2 sont les courbures des directions principales ξ1 et ξ2.
En utilisant simplement les re`gles de de´rivation d’un produit,
∂2ρ˘
0
∂ξ2
∂ρ˘
0
∂ξ
=
1
2
∂
∂ξ
(
∂ρ˘
0
∂ξ
)2
(6.50a)
∂2ρ˘
1
∂ξ2
∂ρ˘
0
∂ξ
+
∂2ρ˘
0
∂ξ2
∂ρ˘
1
∂ξ
=
∂
∂ξ
(
∂ρ˘
0
∂ξ
∂ρ˘
1
∂ξ
)
(6.50b)
les e´quations (6.49a) et (6.49b) se re´e´crivent respectivement
∂
∂ξ
p˘−1 +(∂ρ˘0
∂ξ
)2 = 0 (6.51a)
∂
∂ξ
(
p˘
0
+ 2
∂ρ˘
0
∂ξ
∂ρ˘
1
∂ξ
)
+ κ
(
∂ρ˘
0
∂ξ
)2
= 0 (6.51b)
ou` κ = κ1 + κ2 est la courbure moyenne. Ces e´quations s’inte`grent facilement et on trouve :
p˘
−1
= c−1 (ξ1, ξ2)−
(
∂ρ˘
0
∂ξ
)2
(6.52a)
p˘
0
= c0 (ξ1, ξ2)− 2 ∂ρ˘
0
∂ξ
∂ρ˘
1
∂ξ
− κ
∫ ξ
−∞
(
∂ρ˘
0
∂ξ
)2
dξ (6.52b)
De meˆme que pour le proble`me exte´rieur, la pression exte´rieure est de´veloppe´e en ǫ. C’est
a` nouveau la re´solution du proble`me a` l’e´quilibre pour une interface plane qui permet de
connaˆıtre l’ordre le plus faible en ǫ du de´veloppement de la pression. Pour le proble`me
exte´rieur, on commence a` l’ordre 0 :
p(ξ1, ξ2, ξ3, ǫ) = p
0(ξ1, ξ2, ξ3) + ǫ p
1(ξ1, ξ2, ξ3) +O
(
ǫ2
)
(6.53)
A l’ordre 0 en ǫ, l’e´quation projete´e dans chacune des directions ξi s’e´crit pour le proble`me
exte´rieur :
∂p0
∂ξi
= 0 (6.54)
Cette relation indique que la pression est uniforme au sein de chaque phase.
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Troisie`me e´tape : application des conditions de raccord L’application des conditions
de raccord (voir paragraphe 6.4.5) a` l’ordre -1 en ǫ fournit c−1 = 0. A l’ordre 0, et en repassant
sous forme dimensionnelle, on a :
lim
ξ3→ 0+
p0 − lim
ξ3→ 0−
p0 = lim
ξ→+∞
p˘
0 − lim
ξ→−∞
p˘
0
= κ
∫ +∞
−∞
λ
(
∂ρ
∂ξ3
)2
dξ3 (6.55)
Finalement, puisqu’a` l’ordre -1
σ =
(
p−1
)ex
=
∫ +∞
−∞
λ
(
∂ρ0
∂ξ3
)2
dξ3 (6.56)
(voir eq. (6.19) et (6.52a) ainsi que la de´finition de la grandeur en exce`s (6.1c)), en posant
p˜ = p0, on trouve, a` l’e´quilibre, au proble`me discontinu e´quivalent trivial suivant
∇p˜ = 0 pour ξ3 6= 0 (6.57a)
[ p˜ ] = σκ en ξ3 = 0 (6.57b)
ou` la dernie`re relation n’est autre que la relation de Laplace.
Par rapport a` l’analyse ge´ne´rique des processus interfaciaux, la me´thode des
de´veloppements asymptotiques permet d’aller plus loin dans l’e´tape de fermeture du proble`me
discontinu e´quivalent. En effet, l’analyse d’Edwards et al. [23] nous avait seulement permis
d’exprimer le saut de pression du proble`me discontinu en fonction de la grandeur en exce`s
associe´e a` la pression de l’e´chelle microscopique. Avec les de´veloppements asymptotiques rac-
corde´s, on l’a de´termine´ en fonction des variations de la masse volumique et, en se donnant
une loi d’e´tat reliant la pression et la masse volumique, on pourrait fermer comple`tement le
proble`me.
Analogie avec notre proble`me
La figure 6.4 trace, a` l’ordre -1, l’allure de la pression a` l’e´chelle microscopique. Nous avons
vu que la grandeur en exce`s de la pression qui correspond a` l’aire situe´e sous la courbe e´tait
en fait la tension de surface. L’allure du terme sous-maille issu de la de´rive´e temporelle de
l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement, τ temp, (fig. 5.9(d)) est identique a` celle de la
pression a` l’e´chelle microscopique (fig. 6.4). On s’attend a` ce que la grandeur en exce`s de ce
terme sous-maille intervienne dans l’expression des conditions de saut du proble`me discontinu
e´quivalent. Puisque les valeurs asymptotiques sont e´gales de part et d’autre de la discontinuite´
(le terme sous-maille est nul loin des interfaces), la valeur de la grandeur en exce`s, qui lui est
associe´e, est inde´pendante de la localisation de la discontinuite´ e´quivalente. On parle alors de
grandeur intrinse`que. Lorsque la grandeur en exce`s de´pend de la position de la discontinuite´
e´quivalente (c’est le cas pour la masse volumique par exemple), il faut faire intervenir des
notions de conservation.
On a explique´ comment l’analyse ge´ne´rique des processus interfaciaux permet de
de´terminer la forme des conditions de saut que doit respecter le proble`me discontinu
e´quivalent. Il est inte´ressant de remarquer que le formalisme monofluide permet, en e´crivant
les e´quations au sens des distributions, de reprendre la philosophie d’e´tude sous la forme de
bilan sans e´crire explicitement les inte´grales. Ainsi, l’e´quivalent de la relation (6.9) s’obtient
imme´diatement au sens des distributions graˆce au formalisme monofluide. Les deux e´tapes de
bilan d’abord sur chacune des phases (6.7) puis sur le volume incluant l’interface (6.8) ont
leur e´quivalent en formalisme monofluide. Elles correspondent respectivement a` la multiplica-
tion d’une e´quation de la phase k par la fonction indicatrice de phase χ˜k et a` la sommation
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Fig. 6.4 – Allure du profil a` l’e´quilibre de l’ordre -1 des champs de pression macroscopique et
microscopique. De´finition de la tension de surface comme une grandeur en exce`s
des e´quations de chacune des phases. En effet, en multipliant l’e´quation (6.4) par la fonction
indicatrice de phase χ˜k, on a dans chaque re´gion exte´rieure (k = l dans la phase liquide et
k = g dans la phase gazeuse) :
∇ · (χ˜kp˜kI) = p˜k∇χ˜k (6.58)
En ajoutant l’e´quation pre´ce´dente e´crite pour la phase liquide (k = l) et celle e´crite pour
la phase gazeuse (k = g), on retrouve bien l’e´quivalent de la relation (6.9) obtenue graˆce a`
l’analyse ge´ne´rique des processus interfaciaux
∇ · (p˜ I) = [ p˜ ]nδσ (6.59)
ou` on a utilise´ la proprie´te´ ∇χg = −nδσ (avec δσ la fonction de Dirac associe´e a` l’interface)
et ou` [ p˜ ] = p˜l − p˜g repre´sente le saut de pression. Il est important de noter que la dernie`re
e´quation n’apporte aucune information nouvelle. Elle permet uniquement de savoir la forme
des relations de saut que l’on cherche a` fermer. On n’a pas de´terminer a` quoi doit eˆtre e´gal
le saut de pression, on a simplement mis en e´vidence que l’on aura besoin de le pre´ciser si on
veut re´soudre le proble`me discontinu. Etant donne´s deux domaines adjacents ou` on re´soud un
syste`me d’e´quations diffe´rentielles, le formalisme monofluide permet donc de pre´ciser rapide-
ment quelles relations de saut a` la frontie`re des deux domaines on doit se donner pour fermer
le proble`me.
Dans le paragraphe suivant, on e´crit le syste`me SGE diphasique que nous avons e´tabli au
chapitre pre´ce´dent tel qu’il de´ge´ne`re loin des phases, c’est-a`-dire dans les re´gions exte´rieures.
Puis, a` l’aide du formalisme monofluide, on de´termine la forme des conditions de saut que
l’on cherche a` de´terminer graˆce a` la me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s.
6.3 Objectifs
On cherche ici a` re´soudre un syste`me e´quivalent au syste`me e´tabli au chapitre pre´ce´dent.
Pour ce nouveau syste`me, on cherche a` ramener la zone continue de transition a` une simple
discontinuite´. A priori, on aboutit de cette fac¸on a` un proble`me similaire a` celui que l’on aurait
directement trouve´ en appliquant se´pare´ment un filtre dans chacune des phases. Cette dernie`re
fac¸on de faire n’e´paissit pas l’interface car aucun des volumes de prise de moyenne ne contient
l’interface. Elle est cependant de´licate car les volumes de prise de moyenne de´pendent alors
ne´cessairement du temps et de l’espace et le filtre ne commute donc plus avec les de´rive´es.
De plus, il est difficile de de´finir dans ce contexte la notion d’interface filtre´e. Ce sont ces
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diffe´rentes raisons qui nous ont conduits a` passer par l’e´tape pre´ce´dente en faisant apparaˆıtre
une zone continue de transition. Les e´quations que l’on doit re´soudre dans chacune des phases
loin de la discontinuite´ se de´duisent du syste`me (5.72) en prenant la masse volumique, ρ, et la
viscosite´, µ, constantes ainsi que δσ nul puisqu’on est loin des interfaces. Le fait que la masse
volumique soit constante dans les phases implique en particulier que le tenseur sous-maille issu
de l’acce´le´ration est nul loin des interfaces ∂ρu−ρu∂t = 0. En notant respectivement la vitesse
et la pression solution de ce nouveau proble`me u˜k et p˜k, on trouve donc respectivement pour
l’e´quation de continuite´ et l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement :
∇ · u˜k = 0 (6.60a)
∂ρk u˜k
∂t
+∇ · (ρk u˜k ⊗ u˜k) = −∇p˜k +∇ ·
(
µk
(∇u˜k +∇T u˜k))
+∇ ·
(
ρk
(
u˜k ⊗ u˜k − u˜k ⊗ u˜k
))
(6.60b)
Les e´quations pre´ce´dentes correspondent aux e´quations de la SGE monophasique classique
lorsque l’on fait l’hypothe`se de similarite´ d’e´chelle. On de´sire re´soudre ces e´quations jusqu’a`
la position de la discontinuite´ et non seulement loin de l’interface. Etant donne´es les e´quations
que l’on re´sout dans deux domaines adjacents, il faut alors trouver (i) la forme des conditions
aux limites que l’on doit se donner, (ii) une fermeture de ces conditions aux limites pour que
le proble`me soit ferme´, (iii) le lieu ou` on impose ces conditions aux limites. Le proble`me ainsi
de´fini est e´quivalent au proble`me continu (5.72). Comme nous l’avons illustre´ sur l’e´quation
de bilan de quantite´ de mouvement a` l’e´quilibre (voir eq. (6.59)), le formalisme monofluide
permet de re´aliser l’e´tape (i), i.e. il permet de pre´ciser la forme des conditions aux limites que
l’on doit se donner. Dans la suite et afin d’alle´ger les e´quations, on adoptera les notations :
L˜k =ˆ u˜k ⊗ u˜k − u˜k ⊗ u˜k
S˜k =ˆ µk
(∇u˜k +∇T u˜k)
En multipliant par la fonction indicatrice de phase du proble`me filtre´ discontinu, χ˜k, chacune
de ces e´quations et en les sommant, on a une premie`re ide´e de la forme des conditions de saut
qu’il nous faudra fermer
∇ · u˜−
∑
k
u˜k · ∇χ˜k = 0 (6.61a)
∂ρ˜ u˜
∂t
+∇ · (ρ˜ u˜⊗ u˜) = −∇p˜+∇ ·
(
S˜
)
+
∑
k
(
p˜kI− S˜k
)
· ∇χ˜k
+∇ ·
(
ρ˜ L˜
)
+
∑
k
ρk
(
u˜k
∂χ˜k
∂t
+
(
u˜k ⊗ u˜k − L˜k
)
· ∇χ˜k
)
(6.61b)
ou` chaque grandeur monofluide φ˜ est de´finie par φ˜=ˆ
∑
k χ˜kφ˜k. Ce syste`me n’est pas ferme´.
En effet, on a fait apparaˆıtre la forme des relations de saut a` l’interface mais, on ne peut
pas a` ce stade les exprimer en fonction de grandeurs monofluides : les termes de somme sur
l’indice k font intervenir les grandeurs phasiques et non les grandeurs monofluides. Dans le
cadre de l’analyse ge´ne´rique des processus interfaciaux, cette e´tape correspond a` celle ou` on
a uniquement travaille´ sur les e´quations des re´gions exte´rieures. L’e´tape de fermeture utilise
les e´quations du proble`me inte´rieur pour exprimer les conditions de saut en fonction des
grandeurs en exce`s. On rappelle que dans le cas de la SND, on conside`re :
– l’e´quation de transport
∂χk
∂t
+ u · ∇χk = 0 (6.62a)
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– la relation de saut issue du bilan de masse∑
k
uk · ∇χk = 0 (6.62b)
– la relation de saut issue du bilan de quantite´ de mouvement∑
k
(pkI− Sk) · ∇χk = σ∇s · n (6.62c)
Les mode`les de SND qui utilisent une repre´sentation continue des interfaces fournissent des
conditions de saut e´quivalente lorsqu’on fait tendre l’e´paisseur de la zone de transition vers
ze´ro. L’objectif de ce chapitre est de de´terminer les conditions de saut que fournissent les
e´quations de la SGE avec une vision continue des interfaces lorsqu’on fait tendre l’e´paisseur
de la zone interfaciale vers ze´ro : quel est l’e´quivalent des conditions de sauts (6.62) pour les
grandeurs filtre´es ? Comme on l’a fait apparaˆıtre dans le syste`me (6.61), on cherche donc a`
pre´ciser :
– la vitesse, veσ, de la discontinuite´ e´quivalente, χ˜k
∂χ˜k
∂t
+ veσ · ∇χ˜k = 0 (6.63a)
– la relation de saut issue du bilan de masse filtre´∑
k
u˜k · ∇χ˜k (6.63b)
– la relation de saut issue du bilan de quantite´ de mouvement filtre´
∑
k
(
ρku˜k
∂χ˜k
∂t
+
(
p˜kI− S˜k + ρk
(
u˜k ⊗ u˜k − L˜k
))
· ∇χ˜k
)
(6.63c)
Trouver une fermeture des expressions (6.63b) et (6.63c) correspond a` l’e´tape (ii) mentionne´e
ci-dessus. Exprimer la vitesse, veσ, de la discontinuite´ e´quivalente, χ˜k, revient a` re´aliser l’e´tape
(iii) puisque cette e´tape consiste a` pre´ciser le lieu ou` on impose les relations de saut. Cette
e´tape est aussi de´licate qu’essentielle. Elle est essentielle car un des premiers objectifs d’ISS est
bien suˆr de pre´dire pre´cise´ment la position des interfaces. Son caracte`re de´licat est lie´ au fait
que la position de la discontinuite´ de´pend de la courbure ainsi qu’a` l’existence des corre´lations
entre la vitesse et la normale. Ce sont les deux raisons pour lesquelles, contrairement a` la SND,
on ne peut pas dans le cadre de la SGE diphasique, transporter l’interface avec la vitesse mo-
nofluide. Une grande partie de la suite de ce chapitre est de´die´e a` la de´termination de la vitesse
de l’interface filtre´e veσ. L’analyse des processus interfaciaux s’appuyant sur la distinction de
deux e´chelles de longueur permet d’exprimer ces sauts en fonction de grandeurs inte´grales.
Edwards et al. ([23, Chapitres 15-16]) appliquent cette me´thode d’analyse a` des e´quations
bilans ge´ne´riques (voir paragraphe 6.2.1). Cependant, ils ne proposent pas de fermeture pour
les grandeurs inte´grales. Chandesris et Jamet [12] reprennent cette philosophie d’e´tude pour
de´terminer les conditions aux limites entre un milieu libre et un milieu poreux. Pour fermer les
grandeurs inte´grales, ils utilisent la me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s. La
me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s que l’on a de´crite au paragraphe 6.2.2
est une me´thode classiquement utilise´e par la communaute´ phase-field [2] ainsi que par de
nombreux autres auteurs [21, 103, 104]. Graˆce a` cette me´thode, a` ces conditions de raccord
(voir paragraphe 6.4.5) et aux e´quations de la SGE continue (i.e. SND filtre´e), on va pre´ciser
ces relations de saut ainsi que la vitesse, veσ, de la discontinuite´ e´quivalente χ˜k.
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6.4 Application de la me´thode des de´veloppements asympto-
tiques raccorde´s
6.4.1 Adimensionnalisation des e´quations
Les e´quations que l’on adimensionnalise sont celles du syste`me de la SGE diphasique avec
une vision continue des interfaces (5.72). Les e´chelles caracte´ristiques du proble`me sont les
suivantes :
– Rb, le rayon de la sphe`re osculatrice,
– VT , la vitesse terminale de la bulle,
– δ, l’e´paisseur de la zone de transition du proble`me filtre´ continu, i.e. la taille du filtre,
– gn, la norme du vecteur gravite´,
– ρl et µl la masse volumique et la viscosite´ dynamique de la phase liquide
5.
On introduit les variables adimensionnelles suivantes :
– ∇ = 1
Rb
∇+,
– u = VTu
+,
– t =
Rb
VT
t+,
– t =
δ
VT
t+interf ,
– p = ρlV
2
T p
+,
– ρ = ρlρ
+ et µ = µlµ
+.
On a introduit deux temps adimensionnels. Ceci est duˆ au fait que l’on conside`re une seule
vitesse caracte´ristique et deux e´chelles de longueur. Le temps adimensionnel t+interf n’inter-
vient que lorsque les e´chelles de longueur concerne´es sont caracte´rise´es par l’e´paisseur de
la zone de transition, δ. Ceci est typiquement le cas du mode`le du terme de sous-maille
τ temp dans l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement (5.72c) et de l’indicatrice filtre´e χk
dans l’e´quation de transport de l’interface (5.72b). Les nombres adimensionnels ne´cessaires a`
l’e´criture des e´quations adimensionnalise´es sont :
– ǫ =
δ
Rb
,
– Re =
ρlVTRb
µl
, le nombre de Reynolds de bulle,
– Fr =
VT√
gnRb
, le nombre de Froude,
– We =
ρlV
2
TRb
σ
, le nombre de Weber.
L’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement (1.16c) s’e´crit avec les choix pre´ce´dents :
∂ρ+u+
∂t+
+∇+ · (ρ+u+ ⊗ u+) = −∇+p+
+
1
Re
∇+ · (µ+ (∇+u+ +∇+Tu+))
+
1
Fr2
ρ+g+ +
κ+
We
∇+χg (6.64)
5On choisit les grandeurs de la phase liquide pour adimensionnaliser nos e´quations car les nombres adimen-
sionnels que l’on utilise dans ce me´moire et plus ge´ne´ralement dans la litte´rature consacre´e aux e´coulements a`
bulles, sont base´s sur les grandeurs de la phase liquide.
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Dans la suite, on omet l’exposant + par souci de clarte´. Comme la gravite´ ne pose pas de
proble`me de mode´lisation, on se restreint (sans perte de ge´ne´ralite´) a` l’e´tude sans gravite´. Les
e´quations du syste`me (5.72) s’e´crivent avec les choix pre´ce´dents :
∇ · u = 0 (6.65a)
1
ǫ
∂χk
∂t
+ u · ∇χk + u · ∇χk − u · ∇χk = 0 (6.65b)
∂ρ u
∂t
+∇ · (ρ u⊗ u) = −∇p
+
1
ǫ
∂(ρ u− ρ u)
∂t
+∇ · (ρ u⊗ u− ρ u⊗ u)
+
1
Re
∇ · (µ (∇u+∇Tu))
+
κ
We
∇χg (6.65c)
L’apparition du facteur
1
ǫ
, devant le premier terme du membre de gauche de l’e´quation de
transport de la zone de transition (6.65b) et devant le second terme du membre de droite
de l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement (6.65c), est duˆe a` leur e´chelle de longueur
caracte´ristique. En effet, puisque ces deux termes n’existent que dans le proble`me inte´rieur
(ils sont nuls dans les re´gions exte´rieures), leur e´chelle de longueur caracte´ristique est obliga-
toirement l’e´paisseur de la zone de transition, δ. En revanche, le premier terme du membre
de droite de l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement existe a` la fois dans le proble`me
inte´rieur et exte´rieur. Par conse´quent, pour ce terme, on a le choix entre l’e´chelle de lon-
gueur macroscopique Rb et l’e´chelle de longueur microscopique δ. Puisque l’on concentre
notre e´tude sur l’interface, on choisit de conside´rer que le caracte`re instationnaire de l’inter-
face est pre´ponde´rant devant celui du champs de vitesse. On de´cide donc d’adimensionnaliser
l’acce´le´ration en utilisant l’e´chelle de longueur macroscopique ce qui explique l’abscence de
facteur
1
ǫ
devant ce terme. Comme nous le verrons, ce choix a pour conse´quence qu’a` l’ordre 0
en ǫ l’interface se de´place alors que le champ de vitesse est stationnaire. Le caracte`re sta-
tionnaire de la vitesse simplifie bien suˆr e´norme´ment les calculs qui suivent et qui sont de´ja`
relativement fastidieux...
6.4.2 Choix du syste`me de coordonne´es
La fonction indicatrice de phase filtre´e χ dont de´pendent la viscosite´ dynamique µ et la
masse volumique ρ varie rapidement dans la direction normale a` l’interface mais pas suivant
les directions tangentielles. Pour dilater la direction normale a` l’interface, on se place dans le
syste`me de coordonne´es ge´ne´ralise´es (ξ1, ξ2, ξ3) lie´ a` l’interface discontinue e´quivalente. (ξ1, ξ2)
mesurent la distance selon les directions principales de l’interface et ξ3 mesure la distance selon
la direction normale a` l’interface. Dans l’annexe C, on de´finit ce syste`me de coordonne´es et
on re´e´crit les ope´rateurs gradient et divergence dans cette base.
6.4.3 Proble`me inte´rieur
Pour e´tudier le proble`me inte´rieur, une nouvelle variable d’espace est introduite :
ξ=ˆ
ξ3
ǫ
, avec ǫ=ˆ
δ
Rb
(6.66)
Chapitre 6. SGE diphasique avec une vision discontinue des interfaces : ISS 151
On re´e´crit le syste`me (6.65) en utilisant cette nouvelle variable d’espace. Ceci a pour
conse´quence de faire apparaˆıtre un facteur 1/ǫ devant les de´rive´es suivant la direction normale.
Soit φ une grandeur physique, on pose :
φ˘(ξ1, ξ2, ξ) = φ(ξ1, ξ2,
ξ3
ǫ
) (6.67)
Dans la re´gion inte´rieure, on cherche les solutions sous la forme :
φ˘(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) = φ˘
0(ξ1, ξ2, ξ) + ǫ φ˘
1(ξ1, ξ2, ξ) + ǫ
2 φ˘2(ξ1, ξ2, ξ) +O
(
ǫ3
)
(6.68)
La fonction indicatrice de phase filtre´e χ dont de´pendent la viscosite´ et la masse volumique
varie fortement dans la zone de transition dans la direction normale a` l’interface. On fait
l’hypothe`se que ces variations sont en ξ3/ǫ. Cela signifie simplement que ces variations sont
inde´pendantes du facteur de dilatation ou encore que le de´veloppement en ǫ de χ˘k est re´duit
a` l’ordre 0 : χ˘k = χ˘
0
k.
Equation de continuite´
Dans ce paragraphe et dans ceux qui suivent, on utilise les facteurs d’e´chelle de chaque di-
rection principale, h1 et h2, ainsi que les courbures principales, κ1 et κ2 (voir l’annexe C
pour plus de de´tail). La notation u˘(i) de´signe la composante i du vecteur u˘ dans le repe`re
associe´ a` l’interface, {gi} (les directions 1 et 2 sont les directions principales de l’interface et
la direction 3 est la direction normale a` l’interface, voir annexe C). D’apre`s l’e´quation (C.40)
de l’annexe C, il vient :
∇ · u˘ = 1
h1 h2
[
h2
∂u˘(1)
∂ξ1
+ h1
∂u˘(2)
∂ξ2
+ h1 h2
∂u˘(3)
ǫ ∂ξ
− u˘(3)(κ1h2 + κ2h1)
−ǫ ξ
(
u˘(1)
∂κ2
ξ1
+ u˘(2)
∂κ1
ξ2
)]
= 0 (6.69)
En injectant la relation (6.68) applique´e a` φ = u(i) dans l’e´quation (6.69) mul-
tiplie´e par h1h2 et en utilisant le de´veloppement limite´ de hi au premier ordre
(hi = 1− ǫξκi +O(ǫ2), i = 1, 2), on a :
– a` l’ordre 0
∂u˘
0
(3)
∂ξ
= 0 (6.70a)
– a` l’ordre 1 (en utilisant (6.70a))
∂u˘
0
(1)
∂ξ1
+
∂u˘
0
(2)
∂ξ2
+
∂u˘
1
(3)
∂ξ
− u˘0(3)(κ1 + κ2) = 0 (6.70b)
Equation de bilan de quantite´ de mouvement
On note :
T =ˆ ρ u− ρ u (6.71a)
C =ˆ ρ u⊗ u− ρ u⊗ u (6.71b)
T˘ =ˆ ρ u˘− ρ˘ u˘ (6.71c)
C˘ =ˆ ρ u˘⊗ u˘− ρ˘ u˘⊗ u˘ (6.71d)
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Dans les e´quations pre´ce´dentes, l’utilisation du symbole˘pour la masse volumique, ρ, est inutile
car il s’agit d’une fonction discontinue, constante de part et d’autre de l’interface. Dans la
suite, on notera par exemple C0 l’ordre 0 du tenseur C. Cette de´finition n’est pas ambigue¨ car
φ0 = φ
0
. En effet, ǫ est un petit parame`tre inde´pendant des coordonne´es d’espace. D’autre
part, afin d’alle´ger les e´quations, on utilise la notation suivante pour la de´rive´e partielle par
rapport a` la composante i :
φ,i=ˆ
∂φ
∂ξi
(6.72)
En raisonnant comme avec l’e´quation de continuite´, la relation (6.65c) projete´e sur g1 s’e´crit
graˆce a` la formule de la divergence d’un tenseur (C.43a) de l’annexe C :
– a` l’ordre 0 (
µ˘ u˘
0
(1),3
)
,3
= 0 (6.73a)
– a` l’ordre 1(
ρ˘ u˘
0
(1)u˘
0
(3)
)
,3
= −∂T˘
0
∂t
(1)−
(
C˘013
)
,3
+
1
Re
(
µ˘ u˘
1
(1),3 + µ˘ u˘
0
(3),1 + κ1µ˘ u˘
0
(1)
)
,3
− κ1
Re
(
µ˘ u˘
0
(1),3 + ξ
(
µ˘ u˘
0
(1),3
)
,3
)
− κ1 + κ2
Re
(
µ˘ u˘
0
(1),3
)
(6.73b)
Graˆce a` la formule de la divergence d’un tenseur (C.43b), on a pour la relation (6.65c) projete´e
sur g2 :
– a` l’ordre 0 (
µ˘ u˘
0
(2),3
)
,3
= 0 (6.74a)
– a` l’ordre 1(
ρ˘ u˘
0
(2)u˘
0
(3)
)
,3
= −∂T˘
0
∂t
(2)−
(
C˘023
)
,3
+
1
Re
(
µ˘ u˘
1
(2),3 + µ˘ u˘
0
(3),2 + κ2µ˘ u˘
0
(2)
)
,3
− κ2
Re
(
µ˘ u˘
0
(2),3 + ξ
(
µ˘ u˘
0
(2),3
)
,3
)
− κ1 + κ2
Re
(
µ˘ u˘
0
(2),3
)
(6.74b)
Graˆce a` la formule de la divergence d’un tenseur (C.43c), on a pour la relation (6.65c) projete´e
sur g3 :
– a` l’ordre 0 (
µ˘ u˘
0
(3),3
)
,3
= 0 (6.75a)
– a` l’ordre 1(
ρ˘ u˘
0
(3)u˘
0
(3)
)
,3
= −∂T˘
0
∂t
(3)−
(
C˘033
)
,3
−p˘0,3 +
1
We
κχg,3 +
2
Re
(
µ˘ u˘
1
(3),3
)
,3
+
1
Re
(
µ˘ u˘
0
(1),3
)
,1
+
1
Re
(
µ˘ u˘
0
(2),3
)
,2
−κ1 + κ2
Re
(
µ˘ u˘
0
(3),3
)
(6.75b)
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6.4.4 Proble`me exte´rieur
Dans ce proble`me, on se place loin de la zone interfaciale. L’indicatrice de phase et par
suite la masse volumique et la viscosite´ sont suppose´es constantes par phase. Les solutions du
proble`me exte´rieur, uk et pk, sont recherche´es sous la forme :
φk(ξ1, ξ2, ξ3, ǫ) = φ
0
k(ξ1, ξ2, ξ3) + ǫ φ
1
k(ξ1, ξ2, ξ3) +O
(
ǫ2
)
(6.76)
En injectant cette relation dans le syste`me (6.65) et en constatant que l’indicatrice de phase
constante fait de´ge´ne´rer vers ze´ro certains termes sous-maille, on a :
∇ · uk = 0 (6.77a)
∂ρk uk
∂t
+∇ · (ρk uk ⊗ uk) = −∇pk
+∇ · (ρk (uk ⊗ uk − uk ⊗ uk))
+
1
Re
∇ · (µk (∇uk +∇Tuk)) (6.77b)
On remarque (sans surprise) que les termes qui de´ge´ne`rent vers ze´ro lorsqu’on se trouve loin
de la zone interfaciale sont les termes interfaciaux. Dans l’e´quation de quantite´ de mouvement
en particulier, il s’agit du terme qui avait un coefficient
1
ǫ
en facteur. De fac¸on rassurante,
on constate e´galement que ce syste`me correspond aux e´quations de la SGE monophasique
classique lorsque l’on mode´lise les corre´lations de la vitesse par l’hypothe`se de similarite´
d’e´chelles.
6.4.5 Raccord entre la re´gion inte´rieure et les re´gions exte´rieures
On de´termine les conditions de raccord d’une grandeur φ (note´e φ˘ dans la re´gion inte´rieure)
en supposant que, pour les re´gions exte´rieures, l’interface est positionne´e en ξ3 = 0 et que,
dans la re´gion inte´rieure, on atteint asymptotiquement la valeur des re´gions exte´rieures :
lim
ξ→±∞
φ˘ = lim
ξ3→ 0±
φ (6.78)
Ceci signifie qu’on suppose le parame`tre ǫ suffisamment petit pour que ξ3 → 0 alors que
ξ = ξ3ǫ → ∞. Pour e´crire les conditions de raccord aux diffe´rents ordre, on identifie les
coefficients des polynoˆmes en ǫ de φ˘ et du de´veloppement limite´ de φ en 0. On trouve :
lim
ξ→±∞
φ˘0 = lim
ξ3→ 0±
φ0 (6.79a)
lim
ξ→±∞
(
φ˘1 − ξ lim
ξ3→ 0±
dφ0
dξ3
)
= lim
ξ3→ 0±
φ1 (6.79b)
lim
ξ→±∞
dφ˘0
dξ
= 0 (6.79c)
lim
ξ→±∞
dφ˘1
dξ
= lim
ξ3→ 0±
dφ0
dξ3
(6.79d)
lim
ξ→±∞
(
dφ˘2
dξ
− ξ lim
ξ3→ 0±
d2φ0
dξ23
)
= lim
ξ3→ 0±
dφ1
dξ3
(6.79e)
lim
ξ→±∞
d2φ˘2
dξ2
= lim
ξ3→ 0±
d2φ0
dξ23
(6.79f)
On trouvera le de´tail des de´veloppements limite´s justifiant ces conditions de raccord dans la
the`se de C. Fouillet [30] et le livre de D. Zwillinger [104].
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6.4.6 Relations de saut pour le proble`me exte´rieur a` l’ordre 0
Conditions de saut sur la vitesse
L’ordre 0 de l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement dans la re´gion inte´rieure pro-
jete´e sur les vecteurs tangents a` l’interface (eqs. (6.73a) et (6.74a)) implique que
u˘
0
(i),3 =
Ctei
µ˘
i = 1, 2 (6.80)
avec Cte1 et Cte2 deux fonctions inde´pendantes de ξ. Comme µ˘ est borne´ par µg et µl, la
condition de raccord (6.79c) implique que Cte1 = Cte2 = 0 et donc que :
u˘
0
(i),3 = 0 i = 1, 2 (6.81)
On en de´duit que u˘
0
(1) et u˘
0
(2) sont inde´pendants de ξ. La condition de raccord (6.79a),
nous permet d’en conclure que les composantes tangentielles de la vitesse sont continues a`
l’ordre 0 :
u˘
0
(1) = u0(1)
∣∣
+
= u0(1)
∣∣
−
(6.82a)
u˘
0
(2) = u0(2)
∣∣
+
= u0(2)
∣∣
−
(6.82b)
L’ordre 0 de l’e´quation de continuite´ de la re´gion inte´rieure (eq. (6.70a)) implique que u˘
0
(3)
est inde´pendant de ξ. D’apre`s la condition de raccord (6.79a), on en de´duit que la composante
normale de la vitesse est continue a` l’ordre 0 :
u˘
0
(3) = u0(3)
∣∣
+
= u0(3)
∣∣
−
(6.82c)
Conditions de saut sur les tenseurs
On a vu que u˘
0
est inde´pendant de ξ (eq. (6.82)). Les relations (6.73b), (6.74b) et (6.75b)
se re´e´crivent donc sous forme dimensionnelle :(
µ˘ u˘
1
(1),3
)
,3
+
(
µ˘ u˘
0
(3),1
)
,3
+ κ1
(
µ˘ u˘
0
(1)
)
,3
= ∂T˘
0
∂t (1) +
(
ρ˘ u˘
0
(1)u˘
0
(3) + C˘013
)
,3
(6.83a)(
µ˘ u˘
1
(2),3
)
,3
+
(
µ˘ u˘
0
(3),2
)
,3
+ κ2
(
µ˘ u˘
0
(2)
)
,3
= ∂T˘
0
∂t (2) +
(
ρ˘ u˘
0
(2)u˘
0
(3) + C˘023
)
,3
(6.83b)
−p˘0,3 + σκχg,3 + 2
(
µ˘ u˘
1
(3),3
)
,3
= ∂T˘
0
∂t (3) +
(
ρ˘ u˘
0
(3)u˘
0
(3) + C˘033
)
,3
(6.83c)
En inte´grant les e´quations pre´ce´dentes (6.83) sur l’e´paisseur de la zone de transition, on
trouve :
lim
ξ→+∞
(
µ˘ u˘
1
(1),3 + µ˘ u˘
0
(3),1 + κ1
(
µ˘ u˘
0
(1)
))
− lim
ξ→−∞
(
µ˘ u˘
1
(1),3 + µ˘ u˘
0
(3),1 + κ1
(
µ˘ u˘
0
(1)
))
=
∫ +∞
−∞
∂T˘ 0
∂t
(1)dξ + lim
ξ→+∞
(
ρ˘ u˘
0
(1)u˘
0
(3) + C˘013
)
− lim
ξ→−∞
(
ρ˘ u˘
0
(1)u˘
0
(3) + C˘013
)
(6.84a)
lim
ξ→+∞
(
µ˘ u˘
1
(2),3 + µ˘ u˘
0
(3),2 + κ2
(
µ˘ u˘
0
(2)
))
− lim
ξ→−∞
(
µ˘ u˘
1
(2),3 + µ˘ u˘
0
(3),2 + κ2
(
µ˘ u˘
0
(2)
))
=
∫ +∞
−∞
∂T˘ 0
∂t
(2)dξ + lim
ξ→+∞
(
ρ˘ u˘
0
(2)u˘
0
(3) + C˘023
)
− lim
ξ→−∞
(
ρ˘ u˘
0
(2)u˘
0
(3) + C˘023
)
(6.84b)
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lim
ξ→+∞
(
2
(
µ˘ u˘
1
(3),3
)
− p˘0
)
− lim
ξ→−∞
(
2
(
µ˘ u˘
1
(3),3
)
− p˘0
)
+ σ
∫ +∞
−∞
κχg,3dξ
=
∫ +∞
−∞
∂T˘ 0
∂t
(3)dξ + lim
ξ→+∞
(
ρ˘ u˘
0
(3)u˘
0
(3) + C˘033
)
− lim
ξ→−∞
(
ρ˘ u˘
0
(3)u˘
0
(3) + C˘033
)
(6.84c)
Les conditions de raccord (6.79a) et (6.79d) permettent d’e´crire les e´quations
pre´ce´dentes (6.84) :(
µ u0(1),3 + µ u
0(3),1 + κ1
(
µ u0(1)
)) ∣∣
+
− (µ u0(1),3 + µ u0(3),1 + κ1 (µ u0(1))) ∣∣−
=
∫ +∞
−∞
∂T˘ 0
∂t
(1)dξ +
(
ρ u0(1)u0(3) + C013
) ∣∣
+
− (ρ u0(1)u0(3) + C013) ∣∣− (6.85a)
(
µ u0(2),3 + µ u
0(3),2 + κ2
(
µ u0(2)
)) ∣∣
+
− (µ u0(2),3 + µ u0(3),2 + κ2 (µ u0(2))) ∣∣−
=
∫ +∞
−∞
∂T˘ 0
∂t
(2)dξ +
(
ρ u0(2)u0(3) + C023
) ∣∣
+
− (ρ u0(2)u0(3) + C023) ∣∣− (6.85b)
(
2
(
µ u0(3),3
)− p0) ∣∣
+
− (2 (µ u0(3),3)− p0) ∣∣− + σ ∫ +∞
−∞
κχg,3dξ
=
∫ +∞
−∞
∂T˘ 0
∂t
(3)dξ +
(
ρ u0(3)u0(3) + C033
) ∣∣
+
− (ρ u0(3)u0(3) + C033) ∣∣− (6.85c)
Comme en ξ3 = 0, on a h1 = h2 = 1 (voir annexe C), les termes de saut faisant intervenir la
viscosite´ dans les relations pre´ce´dentes s’interpre`tent a` l’aide de l’e´quation (C.36) de l’annexe C
comme le saut du tenseur des contraintes visqueuses contracte´ avec la normale. Pour travailler
sur le terme lie´ aux forces capillaires σ
∫ +∞
−∞
κχg,3dξ de la dernie`re e´quation, on introduit
la moyenne surfacique. Soit une grandeur φ(ξ1, ξ2, ξ3) continue y compris a` l’interface, on
de´finit la moyenne surfacique restreinte a` l’interface, · σ, sous forme adimensionnalise´e dans
le syste`me de coordonne´es associe´es a` l’interface par
φ
σ
(ξ01 , ξ
0
2)=ˆ
1
e2
∫ ξ1=ξ01+ e2
ξ1=ξ01−
e
2
∫ ξ2=ξ02+ e2
ξ2=ξ02−
e
2
φ(ξ1, ξ2, ξ3 = 0)dξ1dξ2 (6.86)
ou` e repre´sente le rapport rRb avec r la taille du filtre
6. Pour les grandeurs uniquement de´finies
sur l’interface, φ(ξ1, ξ2), on de´finit naturellement :
φ
σ
(ξ01 , ξ
0
2)=ˆ
1
e2
∫ ξ1=ξ01+ e2
ξ1=ξ01−
e
2
∫ ξ2=ξ02+ e2
ξ2=ξ02−
e
2
φ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 (6.87)
La moyenne surfacique restreinte a` l’interface, · σ, est la restriction a` l’interface de la moyenne
surfacique · s (de´finie par l’e´quation (5.53b)) :
· σ = · s|ξ3=0 (6.88)
· σ n’est de´fini qu’a` l’interface alors que · s est de´fini partout meˆme si elle est nulle hors de
la zone de transition (|ξ3| > δ2). La de´rive´e suivant la direction normale de χg est un Dirac.
6Comme le parame`tre ǫ, e est un petit parame`tre adimensionnel mais on ne le fait pas tendre vers ze´ro car
la taille du filtre r ne tend pas vers ze´ro et le rayon de courbure Rb ne tend pas vers l’infini. Etant donne´ la
de´finition de e, e2 repre´sente la surface adimensionnalise´e du support du noyau du filtre surfacique.
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D’apre`s le paragraphe C.9 de l’annexe C (eq. (C.49)), avec les coordonne´es adimensionnalise´es
et une dilatation dans la direction normale (ξ3 = Rbξ
+
3 = Rbǫξ), on a
κχg,3(ξ
0
1 , ξ
0
2 , ξ
0) =
ǫ
e3
∫
ξ1
∫
ξ2
∫ ξ=ξ0+ r
2δ
ξ=ξ0− r
2δ
κ(ξ1, ξ2)(−δσ(ξ))|1− ǫξκ1||1− ǫξκ2|dξ1dξ2dξ (6.89a)
≈ − 1
e2
∫
ξ1
∫
ξ2
κ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2
δ
r
∫ ξ=ξ0+ r
2δ
ξ=ξ0− r
2δ
δσ(ξ)|1− ǫξκ1||1− ǫξκ2|dξ(6.89b)
= −κσ δ
r
(
h
(
ξ0 +
r
2δ
)
− h
(
ξ0 − r
2δ
))
(6.89c)
ou` h de´signe la fonction de heaviside et avec par de´finition
κσ=ˆ
1
e2
∫
ξ1
∫
ξ2
κ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 (6.90)
Le passage entre (6.89a) et (6.89b) suppose que les courbures varient faiblement (i.e. les
courbures sont presque constantes sur la taille du filtre). Cette hypothe`se formelle est la
raison pour laquelle on a pu, a` l’issue des tests a priori, faire l’hypothe`se de mode´lisation
τ
m
superf = 0 (eq. (5.65e)). Comme∫ +∞
−∞
δ
r
(
h
(
ξ +
r
2δ
)
− h
(
ξ − r
2δ
))
dξ = 1 (6.91)
l’e´quation (6.85c) s’e´crit finalement sous forme dimensionnelle :(
2
(
µu0(3),3
)− p0) ∣∣
+
− (2 (µu0(3),3)− p0) ∣∣− − σκσ
=
∫ +∞
−∞
∂T˘ 0
∂t
(3)dξ +
(
ρ u0(3)u0(3) + C033
) ∣∣
+
− (ρ u0(3)u0(3) + C033) ∣∣− (6.92)
Cette relation est rassurante et inte´ressante car on retrouve la condition de saut sur le tenseur
des contraintes de la SND avec la tension de surface corrige´e par la grandeur en exce`s des
corre´lations entre la vitesse et la masse volumique. Cette grandeur en exce`s intervient comme
une force superficielle a` la manie`re des forces capillaires. Cependant, contrairement aux forces
capillaires, la re´sultante des forces superficielles lie´es aux corre´lations entre la vitesse et la
masse volumique n’est pas ne´cessairement normale a` l’interface.
6.4.7 Vitesse du repe`re associe´ a` l’interface
Jusqu’a` maintenant, nous nous sommes place´s dans le repe`re associe´ a` l’interface. Dans ce
repe`re, nous avons exprime´ chacune des e´quations a` l’ordre 0. Comme dans notre proble`me
l’interface est mobile, ce repe`re l’est aussi et il nous faut connaˆıtre sa vitesse a` l’ordre 0 en
fonction du champ de vitesse monofluide. L’interface n’e´tant pas mate´rielle, l’expression de la
vitesse normale suffit. D’apre`s l’e´quation (6.65b), on a a` l’ordre 0 :
∂χ˘g
∂t
+ u˘
0 · nχk,3 + u˘0 · nχk,3 − u˘0 · nχk,3 = 0 (6.93)
La de´rive´e par rapport au temps de l’e´quation pre´ce´dente est une de´rive´e eule´rienne :
elle correspond a` l’e´volution du taux de pre´sence en un point fixe de l’espace. Dans cette
repre´sentation, χg est une fonction de l’espace, x = (x, y, z), et du temps, t : χg(x, t). Il est
inte´ressant de relier cette de´rive´e a` la de´rive´e lagrangienne du taux de pre´sence qui corres-
pond a` l’e´volution de ce taux lorsque l’on suit l’interface discontinue e´quivalente. On note v
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la vitesse du repe`re (g1,g2,g3) associe´ a` l’interface (voir annexe C). En notant OM le vecteur
position, cette vitesse s’e´crit par de´fintion :
v =
DOM
Dt
(6.94)
Elle permet de faire le lien entre la description lagrangienne et la description eule´rienne :
Dχg
Dt
=
∂χg
∂t
∣∣∣∣
x
(x, t) + v · ∇χg (6.95)
L’adimensionnalisation de cette e´quation avec les choix pre´sente´s dans la section 6.4.1 fournit :
1
ǫ
Dχg
Dt
=
1
ǫ
∂χg
∂t
∣∣∣∣
x
+ v · ∇χg (6.96)
Apre`s le changement de variable ξ=ˆ
ξ3
ǫ
(eq. (6.66)), on a a` l’ordre 0 :
Dχg
Dt
=
∂χ˘g
∂t
∣∣∣∣∣
x
+ v03
∂χ˘g
∂ξ
(6.97)
En combinant les e´quations (6.93) et (6.97), on trouve :
v03
∂χ˘g
∂ξ
=
Dχg
Dt
+ u˘
0 · nχk,3 + u˘0 · nχk,3 − u˘0 · nχk,3 (6.98)
En se rappelant que u˘
0
est inde´pendant de ξ (eq. (6.82))7 et que χg est inde´pendant de ξ1
et ξ2, on peut (en supposant que la courbure varie faiblement) de´composer chaque inte´grale
de volume en une inte´grale de surface et une inte´grale suivant la direction normale. On a par
exemple :
u˘
0 · nχg,3 = ǫ
e3
∫
ξ1
∫
ξ2
∫ ξ=ξ0+ r
2δ
ξ=ξ0− r
2δ
u˘
0 · n∂χg
∂ξ
|1− ǫξκ1||1− ǫξκ2|dξ1dξ2dξ (6.99a)
≈ 1
e2
∫
ξ1
∫
ξ2
u0 · ndξ1dξ2 δ
r
∫ ξ=ξ0+ r
2δ
ξ=ξ0− r
2δ
∂χg
∂ξ
|1− ǫξκ1||1− ǫξκ2|dξ (6.99b)
= u0 · nσ δ
r
∫ ξ=ξ0+ r
2δ
ξ=ξ0− r
2δ
(−δσ(ξ))|1− ǫξκ1||1− ǫξκ2|dξ (6.99c)
= −u0 · nσ δ
r
(
h
(
ξ0 +
r
2δ
)
− h
(
ξ0 − r
2δ
))
(6.99d)
D’apre`s l’e´quation (6.91), on en de´duit :∫ +∞
−∞
u˘
0 · nχg,3dξ = −u0 · n
σ
(6.99e)
En raisonnant de la meˆme fac¸on pour les autres termes faisant intervenir u˘
0
et n, ainsi qu’en
utilisant l’e´galite´ ∫ +∞
−∞
∂χ˘g
∂ξ
dξ = χg
∣∣
+
− χg
∣∣
−
= −1, (6.100)
l’inte´gration suivant la direction normale de la relation (6.98) conduit a` :
v03(ξ1, ξ2) = −
∫ +∞
−∞
Dχ˘g
Dt
dξ + u0 · nσ + u0 · nσ − u0σ · nσ (6.101)
7Le fait que u˘
0
est inde´pendant de ξ implique que u˘
0
= u0 car ces deux fonctions sont identiques au
changement de variable ξ = ξ3
ǫ
pre`s.
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Pour parvenir au re´sultat pre´ce´dent, on a utilise´ le fait que la vitesse v03 est independante de
ξ3. En effet, en utilisant les de´finitions de v (6.94) et de g3 (C.2) on a :
∂v3
∂ξ3
=
∂v · g3
∂ξ3
=
∂v
∂ξ3
· g3 + v · ∂g3
∂ξ3
=
∂v
∂ξ3
· g3 = ∂
∂ξ3
(
DOM
Dt
)
· ∂OM
∂ξ3
=
1
2
D
Dt
(
∂OM
∂ξ3
· ∂OM
∂ξ3
)
=
1
2
D(g3 · g3)
Dt
=
1
2
D 1
Dt
= 0 (6.102)
Comme lors d’un calcul, on ne connaˆıt pas la normale, n, mais seulement la normale moyenne,
nσ, on propose la mode´lisation suivante :
v03(ξ1, ξ2) = −
∫ +∞
−∞
Dχ˘g
Dt
dξ + u0 · nσ + u0 · nσσ − u0σ · nσσ (6.103)
Cette expression montre que pour estimer la vitesse du repe`re associe´ a` l’interface on doit cor-
riger la projection sur l’interface du champ de vitesse filtre´ en tenant compte des corre´lations
entre la vitesse et la normale ainsi que de la grandeur en exce`s associe´e a` la variation tempo-
relle du taux de pre´sence. Dans les deux paragraphes suivants, on exprime cette grandeur en
exce`s en fonction de l’e´volution de la courbure.
Cas isotrope
On suppose que l’interface peut eˆtre approche´e par une sphe`re (i.e. les deux rayons de cour-
bures principaux sont suppose´s e´gaux). Dans ce cas, χg est une fonction de la distance signe´e a`
la discontinuite´ e´quivalente, ξ3, et de sa courbure, κ, (qui de´pend du temps) : χg(ξ3, κ(t)). La
de´rive´e par rapport au temps du taux de pre´sence s’exprime alors en fonction de l’e´volution
temporelle de la courbure :
Dχg
Dt
=
Dκ
Dt
∂χg
∂κ
(6.104)
La de´rive´e particulaire de la courbure est calcule´e dans l’annexe D, e´quation (D.30). L’ex-
pression du taux de pre´sence en fonction de la courbure moyenne est calcule´e analytiquement
au paragraphe 5.9 (dans le cas ou` l’interface peut eˆtre approxime´e par une sphe`re de fac¸on
satisfaisante). La de´rivation de l’expression (5.83) par rapport au rayon de courbure κ =
2
Rb
puis son inte´gration sur l’e´paisseur du filtre, r, fournit a` l’ordre 4 en r :∫ +∞
−∞
∂χ˘g
∂κ
dξ =
∫ +r
−r
∂α( rκ2 ,
ξ3κ
2 )
∂κ
dξ3 = − r
2
10
+
3r4
240
κ2 +O (r6) (6.105)
On en de´duit : ∫ +∞
−∞
Dχ˘g
Dt
dξ = − r
2
10
Dκ
Dt
+
r4
80
κ2
Dκ
Dt
+O (r6) (6.106)
Finalement, en utilisant (6.106) et (D.30) dans l’e´quation (6.103), on a, en s’arreˆtant a` l’ordre 2
en r :
v03(ξ1, ξ2) ≈ u0 · nσ︸ ︷︷ ︸
(i)
+u0 · nσσ − u0σ · nσσ︸ ︷︷ ︸
(ii)
+
r2
10
(
∆s
(
v0
) · nσ − 2∇s (v0) : ∇s (nσ))︸ ︷︷ ︸
(iii)
(6.107)
Chacun des termes s’interpre`te comme suit :
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(i) est le produit des moyennes. Il s’agit de la contribution principale (d’ordre 0), celle qui
correspond au de´placement moyen de l’interface.
(ii) est le terme de Leonard de la corre´lation sous-maille entre la vitesse et la normale. Il per-
met d’apporter une correction en ajoutant au terme moyen une estimation des corre´lations
entre la vitesse et la normale. On remarque que l’e´tape, ou` on se rame`ne a` une interface
discontinue e´quivalente, a transforme´ les moyennes volumiques en moyennes surfaciques.
On a donc une sorte d’e´quivalent de l’hypothe`se de similarite´ d’e´chelles pour une discon-
tinuite´.
(iii) est une correction pour tenir compte de la variation de la courbure (Annexe D). On
remarque que ce terme est de´fini a` partir de la vitesse du repe`re que l’on cherche a`
exprimer. Par conse´quent, l’expression finale que nous avons obtenue est implicite. Nous
verrons dans les tests a priori que l’utilisation d’un simple point fixe permet d’e´valuer
ce terme de fac¸on tre`s satisfaisante. Il est important de noter que le tenseur de courbure
(ou le gradient surfacique du vecteur normal ∇s (nσ)) doit a priori avoir ces deux valeurs
propres (non nulles) e´gales. En effet, dans ce paragraphe, on mode´lise la surface par sa
sphe`re osculatrice ce qui implique que les deux rayons de courbure principaux sont e´gaux
au rayon de cette sphe`re ou encore (c’est e´quivalent) que le tenseur de courbure s’exprime
comme le produit de la courbure de la sphe`re et du tenseur de projection P de´fini a`
partir de la normale moyenne, nσ (voir e´quation (C.23) de l’annexe C). L’estimation
nume´rique du tenseur de courbure montre que cette hypothe`se est absolument fausse :
les deux directions principales ne sont pas du tout e´quivalentes. C’est ce que l’on constate
d’ailleurs simplement en observant la surface de la bulle. C’est la raison pour laquelle,
on approche, dans le paragraphe suivant, la surface en distinguant les deux courbures
principales (voir paragraphe 5.9.2).
Cas anisotrope
La surface est ici caracte´rise´e par ses deux rayons de courbures principaux. Dans ce cas, χg
est une fonction de la distance signe´e a` la discontinuite´ e´quivalente, ξ3, et des deux rayons de
courbure, R1 et R2, (qui de´pendent du temps) : χg (ξ3, R1(t), R2(t)). La de´rive´e par rapport
au temps du taux de pre´sence s’exprime alors en fonction de l’e´volution temporelle des deux
rayons de courbure :
Dχg
Dt
=
DR1
Dt
∂χg
∂R1
+
DR2
Dt
∂χg
∂R2
(6.108)
En de´rivant l’e´quation (5.89), et en faisant des de´veloppements limite´s en r = 0, on trouve
(pour α = 1 ou 2) :∫ r
−r
∂χg
∂Rα
dξ3 =
1
10
r2
R2α
(
1− 1
4
(
1
2
r2
R2α
+
r2
4
κ2
))
+O (r6) (6.109)
En e´liminant R1 et R2 pour tout exprimer en fonction de la courbure de Gauss, H, et de la
courbure moyenne, κ (cf annexe C), on en de´duit :∫ r
−r
Dχg
Dt
dξ3 = − r
2
10
Dκ
Dt
+
r4
80
κ2
Dκ
Dt
+
r4
80
[(
κ2 − 4H) Dκ
Dt
+
κ
4
D
Dt
(
κ2 − 4H)]+O (r6) (6.110)
La forme choisie de l’expression pre´ce´dente permet de mettre en e´vidence que l’on de´ge´ne`re
correctement vers le cas isotrope. En effet, dans le cas isotrope, les deux rayons de courbures
sont e´gaux, κ1 = κ2, et, la courbure de Gauss et la courbure moyenne sont alors lie´es par la
relation :
κ2 − 4H = 0 (6.111)
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Par conse´quent, le terme entre crochet de l’e´quation (6.110) tend vers ze´ro dans le cas isotrope
et on retrouve bien la relation (6.106). Le terme d’ordre 2 est lui inchange´ par rapport au cas
isotrope. On retrouve donc la meˆme e´quation que pre´ce´demment :
v03(ξ1, ξ2) ≈ u0 · nσ + u0 · nσ
σ − u0σ · nσσ + r
2
10
(
∆s
(
v0
) · nσ − 2∇s (v0) : ∇s (nσ)) (6.112)
Cependant, comme on n’a pas approche´ ici la surface par une simple sphe`re (les deux directions
principales ne jouent pas le meˆme roˆle), il est cohe´rent de faire jouer tout son roˆle (diffe´rent
suivant la direction de la vitesse tangente) au tenseur de courbure. Pour clarifier notre propos,
disons que l’on retrouve les meˆmes e´quations, (6.107) et (6.112), mais que, pour eˆtre cohe´rent
avec les approximations de la surface, on a, dans le cas isotrope,
∇s (nσ) = κ
2
(t1 ⊗ t1 + t2 ⊗ t2) (6.113)
et, dans le cas anisotrope :
∇s (nσ) = κ1t1 ⊗ t1 + κ2t2 ⊗ t2 (6.114)
En utilisant l’ordre 4 des e´quations (6.106) et (6.110) pour exprimer v03, l’hypothe`se d’isotropie
entraˆıne des diffe´rences beaucoup plus significatives, mais nous verrons qu’il est inutile d’aller
jusqu’a` cet ordre.
6.5 Syste`me SGE discontinu ferme´
Le syste`me SGE discontinu correspond au syste`me d’e´quations que ve´rifient les solutions
χ˜g, p˜ et u˜ du proble`me discontinu e´quivalent. Ce proble`me discontinu e´quivaut au proble`me
exte´rieur des de´veloppements asymptotiques raccorde´s a` un ordre donne´. Comme notre e´tude
se limite a` l’ordre 0, on a par de´finition :
u˜ =ˆ u0 (6.115a)
p˜ =ˆ p0 (6.115b)
Pour la de´finition de χ˜g, on dispose d’un degre´ de liberte´. Il correspond au proble`me clas-
sique du choix de la position de l’interface de la me´thode des de´veloppements asymptotiques
raccorde´s. Cherchant a` privile´gier l’usage de grandeurs conservatives afin de simplifier l’ex-
pression des e´quations de bilan, on impose la conservation locale de la masse. Ceci revient a`
de´finir la nouvelle fonction indicatrice de phase χ˜g de telle sorte qu’il n’y ait pas de grandeur
en exce`s sur cette fonction∫
A
(χ˜g − χg)ex dA=ˆ
∫
V
(χ˜g − χg) dV = 0 (6.116)
ou` A de´signe la surface de l’interface e´quivalente contenue dans V , un volume de controˆle
contenant toute l’e´paisseur de la zone de transition. L’aire A e´tant arbitrairement petite, la
contrainte impose´e a` la discontinuite´ e´quivalente s’e´crit simplement (voir paragraphe C.9 de
l’annexe C pour l’e´criture de l’e´le´ment de volume dans le syste`me de coordonne´es associe´es a`
l’interface) :
(χ˜g − χg)ex (ξ1, ξ2) =
∫ +∞
−∞
(χ˜g − χg) (ξ1, ξ2, ξ3)(1− ξκ1)(1− ξκ2)dξ3 = 0 (6.117)
On de´finit logiquement, pour la discontinuite´ e´quivalente, sa normale, n˜, et sa courbure, κ˜ :
n˜ δeσ =ˆ −∇χ˜g (6.118a)
κ˜ =ˆ ∇s · n˜ (6.118b)
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Tant que la taille caracte´ristique du filtre reste infe´rieure au rayon de courbure local (i.e.
faible variation de la courbure sur la taille du filtre), on suppose que notre choix pour la
localisation de la discontinuite´ e´quivalente nous permet de confondre les grandeurs · σ et ·˜ .
En particulier, on conside`re que :
n˜ ≈ nσ (6.119a)
κ˜ ≈ κσ (6.119b)
On peut comprendre intuitivement cette approximation en se rappelant que ·˜ est la limite
asymptotique de · quand l’e´paisseur de la zone de transition, δ tend vers ze´ro et que · σ
repre´sente la moyenne surfacique. En effet, faire tendre l’e´paisseur de la zone de transition vers
ze´ro en maintenant la taille du filtre constant revient moralement a` transformer, a` l’interface,
le filtre volumique · en filtre surfacique · σ.
6.5.1 Equation de transport de l’interface filtre´e discontinue
Afin de pouvoir re´aliser des simulations de SGE discontinue, il faut e´tablir une e´quation de
transport pour χ˜g qui ne fait intervenir que les grandeurs filtre´es du proble`me discontinu. La
vitesse de la discontinuite´ e´quivalente, veσ, est de´finie par l’e´quation (6.63a) que l’on rappelle
ici :
∂χ˜g
∂t
+ veσ · ∇χ˜g = 0 (6.120)
Comme seule la vitesse normale est utile, on suppose
veσ = v eσ n˜ (6.121)
ou`
∇χ˜g = −n˜ δeσ (6.122)
La contrainte que nous avons choisie pour la position de la discontinuite´ e´quivalente (6.117)
implique que cette dernie`re est presque confondue avec la position originelle de la disconti-
nuite´8. Les normales filtre´es sont elles aussi presque e´gales : nσ ≈ n˜. Comme par de´finition,
la vitesse v eσ correspond a` la vitesse du repe`re associe´ a` l’interface, a` l’ordre 0, on a (cf
eq. (6.112))
v eσ =ˆ v
0
3 = u˜ · n˜+
(
u˜ · n˜σ − u˜σ · n˜σ
)
+
r2
10
(
∆s
(
v0
) · n˜− 2∇s (v0) : ∇s (n˜)) (6.123a)
v0 =
∂χ˜g
∂t
n˜g (6.123b)
ou` r est la taille du filtre. Finalement, l’e´quation de transport de l’interface filtre´e discontinue
s’e´crit :
∂χ˜g
∂t
= u˜ · n˜+
(
u˜ · n˜σ − u˜σ · n˜σ
)
+
r2
10
(
∆s
(
∂χ˜g
∂t
n˜g
)
· n˜− 2∇s
(
∂χ˜g
∂t
n˜g
)
: ∇s (n˜)
)
(6.124)
Comme nous l’avons de´ja` signale´, cette expression est implicite dans la mesure ou` on ne
connaˆıt la variation temporelle de la fonction indicatrice de phase qu’en fonction d’elle meˆme.
Nous verrons dans les tests a priori de ce mode`le qu’un simple point fixe permet de tre`s
bien estimer l’e´volution de la fonction indicatrice de phase. Les coefficients 1 (devant les
corre´lations entre la vitesse et la normale), r
2
10 (devant la variation temporelle de la courbure)
8Pour que les positions de la discontinuite´ e´quivalente et de la discontinuite´ originelle soient presque confon-
dues, il faut bien suˆr que les courbures varient tre`s peu sur la taille du filtre. Nous nous plac¸ons dans ce
cas.
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de´pendent de la forme suppose´e du filtre ainsi que des hypothe`ses et approximations que nous
avons faites. Ils ne´cessitent d’eˆtre re´e´value´s dans le cas d’un filtre implicite et constituent
des parame`tres du mode`le que nous proposons. L’inte´reˆt de l’expression (6.123) est de faire
apparaˆıtre un terme de corre´lation entre la vitesse et la normale, et deux autres proportionnels
a` une fonction puissance de la taille du filtre r. Par conse´quent, ces deux corrections tendent
bien naturellement vers ze´ro lorsque la taille du filtre tend vers 0. Enfin, on a tout fait pour
que ces termes soient sans effet sur le bilan de masse : une bulle d’un volume donne´ conservera
ce volume tant qu’elle ne subit pas de phe´nome`ne de rupture ou de coalescence. Les mode`les
pre´sente´s agissent sur la forme de la bulle. Sa surface frottante est ainsi modifie´e : ces mode`les
agissent donc indirectement sur la vitesse macroscopique de la bulle.
6.5.2 Equation de continuite´
Nous avons vu qu’a` l’ordre 0 les vitesses sont continues a` la traverse´e de l’interface. Par
conse´quent, l’e´quation de continuite´ du proble`me discontinu e´quivalent s’e´crit simplement :
∇ · (u˜) = 0 (6.125)
6.5.3 Equation de bilan de quantite´ de mouvement
Graˆce a` la me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s, nous avons pre´cise´ les re-
lations de saut que ve´rifient les solutions du proble`me exte´rieur. D’apre`s les de´finitions (6.115),
les relations de saut (eq. (6.85)) s’e´crivent pour le proble`me discontinu e´quivalent a` l’ordre
choisi (ici l’ordre 0) :
∑
k
(
p˜kI− S˜k + ρk
(
u˜k ⊗ u˜k − L˜k
))
· ∇χ˜k = −
σκ˜n˜+ ∫ +r
−r
∂
(
ρ˜ u˜− ρ˜ u˜
)
∂t
dξ3
 δeσ (6.126)
D’apre`s l’e´quation (6.63c), il reste a` pre´ciser
∑
k ρku˜k
∂eχk
∂t . Ce terme s’exprime graˆce a` la
continuite´ des vitesses et au transport de la discontinuite´
∑
k
ρku˜k
∂χ˜k
∂t
= (ρg − ρl)u˜∂χ˜g
∂t
= −[ρ] u˜
(
u˜ · n˜+
(
u˜ · n˜σ − u˜σ · n˜σ
)
+
r2
10
(
∆s
(
∂χ˜g
∂t
n˜
)
· n˜− 2∇s
(
∂χ˜g
∂t
n˜
)
: ∇s (n˜)
))
δeσ (6.127)
ou` [ρ] de´signe le saut de masse volumique ρl − ρg. Dans chacune des deux relations de saut
pre´ce´dentes, on retrouve les relations de la SND corrige´es par des mode`les afin de tenir compte
des interactions sous-maille entre interfaces et turbulence. Le saut du tenseur des contraintes
n’est plus simplement e´gal a` la tension de surface mais a` cette dernie`re a` laquelle on ajoute
la grandeur en exce`s associe´e aux corre´lations entre la vitesse et la variation temporelle de la
masse volumique. Le saut de quantite´ de mouvement se de´duit du transport de l’interface qui
s’exprime, outre le terme classique de la SND, en fonction des corre´lations de la vitesse et de
la normale ainsi que de l’e´volution temporelle de la courbure.
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6.5.4 Syste`me complet
En re´sume´, nous avons e´tabli le syste`me d’e´quations suivant
– e´quation de continuite´ :
∇ · (u˜) = 0 (6.128a)
– e´quation de transport de la discontinuite´ e´quivalente :
∂χ˜g
∂t
=
(
u˜ · n˜ +
(
u˜ · n˜σ − u˜σ · n˜σ
)
+
r2
10
(
∆s
(
∂χ˜g
∂t
n˜
)
· n˜− 2∇s
(
∂χ˜g
∂t
n˜
)
: ∇s (n˜)
))
δeσ (6.128b)
– e´quation de bilan de quantite´ de mouvement :
∂ρ˜ u˜
∂t
+∇ · (ρ˜ u˜⊗ u˜) = −∇p˜+∇ ·
(
S˜
)
+∇ ·
(
ρ˜L˜
)
−[ρ] u˜
(
u˜ · n˜+
(
u˜ · n˜σ − u˜σ · n˜σ
)
+
r2
10
(
∆s
(
∂χ˜g
∂t
n˜
)
· n˜− 2∇s
(
∂χ˜g
∂t
n˜
)
: ∇s (n˜)
))
δeσ
−
σκ˜ n˜+ ∫ +∞
−∞
∂
(
ρ˜ u˜− ρ˜ u˜
)
∂t
dξ3
 δeσ (6.128c)
Lorsque la taille du filtre tend vers ze´ro, r → 0, ces e´quations tendent naturellement
vers les e´quations de la SND. En effet, les termes que l’on ne retrouve pas en SND sont soit
ponde´re´s par r2, soit des corre´lations qui tendent vers ze´ro avec la taille du filtre.
Le syste`me ci-dessus a e´te´ e´tabli a` partir d’un syste`me continu ferme´. Cependant, il est
aise´ de remplacer chacune des mode´lisations par le terme sous-maille correspondant. De cette
fac¸on, on obtient un syste`me discontinu pour la SGE diphasique non ferme´ et on peut intro-
duire d’autres mode´lisations que celles choisies dans ce me´moire. Autrement dit, bien que la
me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s ne´cessite de partir d’un syste`me ferme´,
on peut espe´rer que le re´sultat que nous avons obtenu reste valable avec d’autres mode`les.
Ainsi, meˆme si le travail de mode´lisation re´alise´ au cours de cette the`se constitue un tout, les
re´sultats peuvent certainement s’utiliser inde´pendamment.
6.6 Tests a priori
L’application de la me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s nous a permis
d’e´tablir un syste`me discontinu pour la SGE des e´coulements diphasiques. En particulier,
nous avons vu que certains termes sous-maille spe´cifiques apparaissent finalement comme des
forces surfaciques a` la manie`re des forces capillaires. Cependant, il n’y a pas de nouveaux
e´le´ments de mode´lisation par rapport au syste`me continu dans l’e´quation de bilan de quantite´
de mouvement et l’hypothe`se d’incompressibilite´. Or, dans le chapitre pre´ce´dent, nous avons
de´ja` discute´ a` partir de tests a priori de la validite´ des mode`les que nous avons de´veloppe´s. Par
conse´quent, il est uniquement ne´cessaire d’e´tudier l’e´quation de transport de la discontinuite´
e´quivalente dans laquelle nous avons introduit de nouveaux mode`les afin de tenir compte
notamment de la courbure de l’interface. Les nouvelles fermetures que nous avons introduites
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tiennent compte de la possible anisotropie de la surface, i.e. du fait que les courbures des
directions principales ne sont pas ne´cessairement e´gales (voir paragraphe 5.9.2). Il est donc
pre´fe´rable de les tester sur des e´coulements 3D. L’ensemble des tests a priori pre´sente´s dans
ce paragraphe ont e´te´ re´alise´s a` partir des champs issus de la SND de l’interaction d’une bulle
avec une turbulence de grille (voir paragraphe 4.5).
6.6.1 Difficulte´ ge´ne´rale de tester les re´sultats de DAR
Dans le chapitre pre´ce´dent, lorsque nous avons teste´ nos mode`les de la SGE des
e´coulements diphasiques avec une vision continue des interfaces, nous avons fait l’hypothe`se
forte que l’on sait construire, a` partir des champs issus de la SND, les champs que l’on aurait
obtenus en re´alisant une SGE. Formellement, cela signifie que l’on confond le filtre explicite
dont on se sert analytiquement pour de´velopper des mode`les et le filtre implicite qui de´pend
du maillage mais aussi de la me´thode nume´rique. Dans ce me´moire, nous avons choisi comme
filtre explicite un filtre boˆıte et nous avons donc ne´glige´ le fait que le filtre de´pend aussi de
la me´thode nume´rique. Dans le cas des re´sultats des DAR, la situation est encore plus com-
plexe car on ne sait pas construire la solution discontinue e´quivalente a` partir de re´sultats
de SND. Conside´rons par exemple le champ de vitesse u. Il est facile de construire le champ
de vitesse de la SGE avec une vision continue des interfaces u, il suffit de faire le produit de
convolution entre le noyau du filtre et le champ de vitesse : u = G ⋆ u. En revanche, dans
la zone interfaciale, il est de´licat d’estimer le champ de vitesse de la SGE avec une vision
discontinue des interfaces u˜, car il n’est pas issu d’une ope´ration simple : il correspond a` la
limite asymptotique de u quand l’e´paisseur de la zone de transition interfaciale tend vers ze´ro.
6.6.2 Me´thodologie dans le cas de l’e´quation de transport de l’interface
Nous avons e´tabli une e´quation de transport de l’indicatrice de phase (eq. (6.128b) dans
le cadre de la SGE diphasique avec une vision discontinue des interfaces. Cette dernie`re four-
nit, a` partir du champ de vitesse dans les phases, la vitesse de la discontinuite´ e´quivalente
(eq. (6.123). La difficulte´ consiste a` de´terminer quelle est la vitesse de re´fe´rence de la discon-
tinuite´ e´quivalente a` laquelle on doit comparer la vitesse que retournent nos mode`les.
Pour de´terminer la vitesse d’interface de re´fe´rence, nous avons envisage´ une proce´dure ri-
goureuse. Malheureusement, elle s’ave`re trop difficile a` mettre en oeuvre. Par conse´quent, nous
avons choisi de la de´crire rapidement puis de pre´senter la fac¸on dont nous avons finalement
estime´ cette vitesse de re´fe´rence.
La vitesse que l’on cherche correspond au de´placement e´le´mentaire de l’interface filtre´e
discontinue. La meilleure fac¸on de faire consiste donc a` construire, a` chaque pas de temps,
la discontinuite´ e´quivalente a` partir de l’interface de la SND puis, a` mesurer le de´placement
de cette discontinuite´ e´quivalente suivant la direction normale. Cet algorithme d’e´valuation
est re´sume´ par la figure 6.5. On commence par de´finir a` chaque instant l’interface filtre´e
discontinue a` partir de la description ge´ome´trique fournie par la SND. Puis, on e´value la
vitesse de de´placement normale a` partir de deux positions successives de la discontinuite´
e´quivalente.
Pour mettre en place la me´thode pre´ce´dente, il est ne´cessaire de sauvegarder la position
de l’interface tre`s re´gulie`rement ce qui peut poser des proble`mes de stockage des donne´es.
De plus, il faut imple´menter une proce´dure de construction de la discontinuite´ e´quivalente
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Interface issue de la SND
Discontinuité équivalente
vref
Position au temps t
Position au temps t+dt
Fig. 6.5 – De´termination de la vitesse de la discontinuite´ e´quivalente pour les tests a priori
sur l’e´quation de transport de l’interface dans le cadre de la SGE diphasique avec une vision
discontinue des interfaces.
ce qui risque d’eˆtre de´licat car on de´sire tenir compte de la courbure. Par conse´quent, on
a de´cide´ d’utiliser une proce´dure plus simple. On conside`re que la ge´ome´trie de l’interface
filtre´e discontinue est bien approche´e par la normale issue de la SND filtre´e surfaciquement,
nσ. Enfin, on suppose qu’elle est de´place´e par le champ de vitesse de la SND, u. On obtient
ainsi la vitesse de re´fe´rence vref :
vref = u · nσ (6.129)
On de´sire la comparer a` v eσ de´termine´ par l’e´quation (6.123). Pour estimer v eσ, il faut normale-
ment disposer de u˜ sur l’interface, on suppose que cette vitesse est tre`s proche de la moyenne
surfacique de la vitesse de la SND, uσ. La vitesse qu’estime notre mode`le est donc e´value´e
par l’expression
v eσ = u
σ · nσ + c0
(
uσ · nσσ − uσσ · nσσ)+ c1 r2
10
(∆s (v eσ) · n˜− 2∇s (v eσ) : ∇s (nσ)) (6.130)
ou` les coefficients c0 et c1 sont des parame`tres du mode`le. Comme nous l’avons de´ja` mentionne´,
la vitesse de la discontinuite´, v eσ, est de´finie implicitement (son expression est fonction d’elle
meˆme). On utilise un point fixe avec une seule ite´ration pour l’e´valuer. En re´sume´, dans ces
tests a priori on e´tudie la potentialite´ de notre mode`le τmdisc
τmdisc = c0
(
uσ · nσσ − uσσ · nσσ)+ c1 r2
10
(∆s (v eσ) · n˜− 2∇s (v eσ) : ∇s (nσ)) (6.131)
a` estimer le terme sous-maille τdisc :
τdisc = u · nσ − uσ · nσ (6.132)
Ce terme sous-maille correspond a` reconstruire, suivant la direction normale, u a` partir de
uσ. Il est diffe´rent de ceux que nous avons rencontre´s lors de l’e´tablissement des e´quations
de la SGE diphasique avec une vision continue des interfaces car il tient compte de leur
raidissement. La mode´lisation issue de l’e´volution de la courbure (il s’agit des termes qui
font intervenir des de´rive´es surfaciques) et qui s’ajoute a` la mode´lisation de type similarite´
d’e´chelles (elle-meˆme modifie´e du fait du raidissement) est aussi la` pour tenir compte de l’e´tape
de construction d’une discontinuite´ e´quivalente. Notre analyse des tests a priori s’oriente donc
vers une ve´rification de l’inte´reˆt de ces termes supple´mentaires. Dans le chapitre pre´ce´dent,
on a vu que le laplacien d’un champ filtre´ permet d’e´valuer la partie non re´solue de ce champ
(eq. (5.24)). Les ope´rateurs surfaciques ont le meˆme roˆle dans ce cas plus complexe.
6.6.3 Imple´mentation des ope´rateurs surfaciques
Pour re´aliser les tests a priori, on a besoin de de´finir deux types d’ope´rateurs surfaciques :
l’ope´rateur de moyenne et les ope´rateurs de de´rivation.
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Moyenne surfacique
Comme dans le cas volumique, on choisit un filtre boˆıte (voir paragraphe 5.2.2). Cepen-
dant, puisque le maillage de l’interface n’est pas structure´, il est difficile de de´finir un filtre
boˆıte de taille quelconque. Pour faire varier la taille du filtre, on se contente de l’appliquer
re´cursivement. On n’a alors plus un filtre boˆıte car des coefficients de ponde´ration appa-
raissent. En 2D, l’interface est une courbe et, pour le filtre applique´ respectivement une, deux
et trois fois, on trouve
φi =
φi−1 + φi + φi+1
3
(6.133a)
φi =
φi−1 + φi + φi+1
3
(6.133b)
φi =
φi−1 + φi + φi+1
3
(6.133c)
ou` les indices i de´signe le nume´ro du marqueur. En convenant que φ
0
= φ, on a de fac¸on
ge´ne´rale :
φ
n
i =
φ
n−1
i−1 + φ
n−1
i + φ
n−1
i+1
3
pour tout entier n plus grand que 1 (6.134)
On a omis l’exposant σ pour alle´ger les notations. Ces de´finitions s’e´tendent imme´diatement
au 3D en remplac¸ant les marqueurs de droite et de gauche par tous les voisins imme´diats.
Diffe´renciation surfacique
Le mode`le que nous avons de´veloppe´ ne´cessite le calcul des ope´rateurs gradient et laplacien
surfaciques (voir eq. (6.131)). En particulier, il faut e´valuer le tenseur de courbure et non
simplement sa trace (la courbure moyenne) comme pour les forces de tension superficielle.
Ceci signifie que l’on cherche a` identifier les directions et courbures principales d’un maillage
de surface. Puisqu’on suppose que la normale discre`te est constante par e´le´ment, il est de´licat
de donner un sens a` sa de´rive´e seconde. Dans l’annexe E, on explique la fac¸on dont on a
proce´de´.
6.6.4 De´termination des parame`tres du mode`le
Du fait de sa de´finition implicite, la vitesse de transport de l’interface v eσ de´pend de fac¸on
fortement non line´aire des parame`tres du mode`le c0 et c1. Afin de de´terminer ces parame`tres,
on a utilise´ une technique de minimisation. A l’aide de l’algorithme du simplex (voir annexe F),
on a minimise´ l’erreur commise sur un intervalle de temps repre´sentatif. A chaque instant, on
de´finit l’erreur, E, comme la somme des carre´s de la diffe´rence entre la contribution re´elle du
terme sous-maille, τdisc, et sa mode´lisation, τ
m
disc, en chaque point du maillage surfacique. On
normalise cette erreur par la somme des carre´s du terme sous-maille en chaque marqueur de
l’interface
E =
∑N
k=1 (τdisc(xk)− τmdisc(xk))2∑N
k=1 (τdisc(xk))
2
(6.135)
ou` N de´signe ici le nombre de marqueur lagrangien et xk la position du marqueur k. Pour
chaque couple de parame`tres (c0 ; c1), on fait la moyenne de l’erreur, E, sur l’intervalle de
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temps choisi. C’est cette moyenne que l’on minimise. Lorsqu’on applique trois fois le filtre
ite´ratif (de´fini paragraphe 6.6.3), on obtient une moyenne de huit pourcents d’erreur avec le
couple de parame`tre (1, 5 ; 0, 36). Nous avons aussi effectue´ la minimisation en appliquant
une seule fois le filtre, six fois et douze fois. Sur le tableau 6.1, on constate que jusqu’a`
un filtre douze fois plus grand, l’erreur reste a` peu pre`s constante et toujours infe´rieure a`
la valeur de dix pourcents ce qui est tre`s satisfaisant. On remarque e´galement (tab. 6.1)
que le parame`tre devant le terme en similarite´ d’e´chelles de notre mode`le reste lui aussi a
peu pre`s constant. On peut donc recommander de choisir c0 = 1, 5 quelle que soit la sous-
re´solution du calcul (a` condition toutefois d’eˆtre dans les hypothe`ses du concept ISS que
nous avons de´ja` pre´cise´es). Cependant, les choses sont plus de´licates avec le parame`tre c1. En
effet, ce parame`tre varie fortement en fonction de la sous-re´solution et tout se passe comme
s’il manquait une de´pendance a` notre mode`le9. On propose de de´terminer cette de´pendance
(tab. 6.1). Si on note ∆ la longueur caracte´ristique qui se´pare deux marqueurs lagrangiens du
maillage de la SND et nbit le nombre d’ite´rations du filtre boˆıte, on a
r = nbit∆ (6.136)
ou` on rappelle que r de´signe la largeur du support du noyau de convolution du filtre. Or,
toujours d’apre`s le tableau 6.1, on remarque que :
c0 ≈ 1
nbit
(6.137)
Puisque la SND est telle que ∆ ≈ η2 ou` η est l’e´chelle de Kolmogorov, d’apre`s les
e´quations (6.136) et (6.137), on a :
c0 ≈ η
r
(6.138)
Finalement, on propose le mode`le suivant :
τmdisc =
3
2
(
uσ · nσσ − uσσ · nσσ)+ η r
10
(∆s (v eσ) · n˜− 2∇s (v eσ) : ∇s (nσ)) (6.139)
Sous cette forme finale, notre mode`le n’a plus de parame`tre, il est directement applicable.
Par rapport a` sa formulation pre´ce´dente, on remarque que la partie qui tient compte de la
variation de la courbure ne de´croˆıt plus comme la taille du maillage de la SGE diphasique (r)
au carre´ mais simplement comme r. Par conse´quent, meˆme pour des maillages relativement
fins il semble important de tenir compte de ce terme.
6.6.5 Bien-fonde´ du mode`le
On e´tudie le mode`le sous sa forme finale donne´e par l’e´quation (6.139) lorsqu’on applique
trois fois le filtre boˆıte re´cursif. La figure 6.6 montre l’e´volution temporelle de l’erreur commise
lorsqu’on mode´lise τdisc :
– uniquement par l’hypothe`se de similarite´ d’e´chelles surfacique 32
(
uσ · nσσ − uσσ · nσσ),
– seulement en tenant compte de la variation de la courbure
η r10 (∆s (v eσ) · n˜− 2∇s (v eσ) : ∇s (nσ)) et
– par le mode`le complet τmdisc.
9En fait, il n’est pas e´tonnant que notre mode`le n’ait pas tout a` fait les bonnes de´pendances, car nous
l’avons de´veloppe´ en faisant l’hypothe`se d’un filtre bien particulier que nous n’avons pas utilise´ par la suite. En
effet, au moment de de´velopper le mode`le, il e´tait beaucoup plus commode de supposer que le support du filtre
e´tait sphe´rique mais pour les tests a priori, il est beaucoup plus simple d’imple´menter un filtre boˆıte re´cursif.
De plus, on a suppose´ que le rayon de courbure e´tait beaucoup plus grand que la taille du filtre ce qui est de
moins en moins vrai quand on augmente la sous-re´solution.
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Nombre d’ite´rations
du filtre boˆıte
c0 c1
1
nbit
Erreur moyenne
(en pourcent)
1 1,4 0,9 1 7
3 1,5 0,36 0,33 8
6 1,55 0,19 0,17 8,4
12 1,6 0,1 0,08 9,3
Tab. 6.1 – Pourcentage d’erreur commise et valeur des parame`tres du maillage suivant la
taille du filtre (nbit de´signe le nombre d’ite´rations du filtre boˆıte)
Avec une seule des deux contributions, on mode´lise environ 50 pourcents du terme sous-
maille. Lorsqu’on conside`re le mode`le complet, on mode´lise plus de 90 pourcents du terme
sous-maille. Les deux termes semblent donc essentiels pour mode´liser le transport de la discon-
tinuite´ e´quivalente. De plus, on constate qu’ils ont un comportement diffe´rent : ils paraissent
comple´mentaires. En effet, lorsqu’on se trouve a` un maximum local de l’erreur que l’on com-
met avec un seul des deux termes, on est aussi a` un minimum local de l’erreur commise avec
uniquement l’autre terme. De cette fac¸on, l’erreur faite avec le mode`le complet est presque
constante alors que l’erreur dans le cas d’un des deux mode`les partiels varie fortement. A
t = 200∆t par exemple, le terme qui tient compte de la variation de courbure est beaucoup
plus performant que le terme qui repose sur l’hypothe`se de similarite´ d’e´chelles. A t = 500∆t,
c’est l’inverse. Il peut paraˆıtre e´tonnant que le terme qui tient compte de la variation de cour-
bure mode´lise jusqu’a` plus de soixante pourcents du terme sous-maille. En re´alite´, ce terme
fait intervenir un laplacien de la vitesse. Or, nous avons vu (paragraphe 5.3.2) que le laplacien
de la vitesse est une bonne approximation des fluctuations du champ de vitesse (eq. (5.24)).
Par conse´quent, il n’est pas tre`s surprenant que ce genre de terme joue un roˆle pre´ponde´rant
pour mode´liser le transport de la discontinuite´ e´quivalente.
∆t/ t
Erreur
Bardina
Evolution de la courbure
Modèle complet
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0 100 200 300 400 500 600
Fig. 6.6 – Evolution temporelle de l’erreur commise sur le transport de l’interface.
Dans le cas d’un mode`le : avec seulement les corre´lations entre la vitesse et la normale,
avec seulement l’e´volution temporelle de la courbure,
en combinant les deux mode´lisations.
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Afin de mieux comprendre le roˆle joue´ par chacun des deux termes de notre mode`le, nous
les avons repre´sente´s sur la surface de la bulle a` diffe´rents instants : t = 0 (fig. 6.7), t = 200∆t
(fig. 6.8) et t = 500∆t (fig. 6.9). Nous avons choisi ces trois instants car ils correspondent
aux trois fac¸ons diffe´rentes dont nos termes se comple`tent. Pour t = 500∆t (fig. 6.9), les
deux termes ont le meˆme motif mais pas la meˆme amplitude. Pour t = 0 (fig. 6.7), les deux
termes ont presque le meˆme motif mais l’endroit ou` ils changent de signe est de´cale´. Pour
t = 200∆t (fig. 6.8), les deux termes n’ont pas le meˆme motif. Dans tous les cas, seule la
somme des deux termes de nos mode`les permet de bien estimer le motif et l’amplitude du
terme sous-maille. Ainsi, on confirme la ne´cessite´ et l’inte´reˆt de ces deux contributions. De
plus, la mode´lisation comple`te est remarquable car dans chaque cas (fig. 6.7 a` fig. 6.9), on
ne distingue que difficilement la diffe´rence entre la contribution re´elle (fig. (a)) et le mode`le
(fig. (b)). Ce bon re´sultat est d’ailleurs confirme´ par la repre´sentation de l’erreur (fig. (e))
dont l’amplitude est tre`s infe´rieure a` celle du terme sous-maille (elle en repre´sente au plus
10 pourcents). Pour finir cette e´tude, on a trace´ les corre´lations de chacun des termes et du
mode`le complet avec la contribution re´elle du terme sous-maille pour chacun des instants
pre´ce´dents (fig. 6.10 a` fig. 6.12). Sans surprise, le mode`le complet (fig. (a)) est excellent. Il est
un peu moins bon au de´but du calcul (fig. 6.10) du fait de la pre´sence de tre`s forte courbure
qui nous place a` la limite de ses conditions de validite´. Les contributions isole´es sont beaucoup
moins bien corre´le´es (fig. (b) et fig. (c)) et on note a` nouveau une diffe´rence de comportement :
la dispersion se fait par valeur infe´rieure pour l’hypothe`se de similarite´ d’e´chelles et par valeur
supe´rieure pour le terme qui tient compte de l’e´volution de la courbure.
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(a) Contribution re´elle (b) Mode`le complet
(c) Similarite´ d’e´chelles (d) Evolution de la courbure
(e) Erreur (f) Echelle de couleur (m/s)
Fig. 6.7 – Comparaison entre contribution re´elle et mode`les, t = 0
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(a) Contribution re´elle (b) Mode`le complet
(c) Similarite´ d’e´chelles (d) Evolution de la courbure
(e) Erreur (f) Echelle de couleur (m/s)
Fig. 6.8 – Comparaison entre contribution re´elle et mode`les, t∆t = 200
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(a) Contribution re´elle (b) Mode`le complet
(c) Similarite´ d’e´chelles (d) Evolution de la courbure
(e) Erreur (f) Echelle de couleur (m/s)
Fig. 6.9 – Comparaison entre contribution re´elle et mode`les, t∆t = 500
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Fig. 6.10 – Corre´lation entre le mode`le et la contribution re´elle du terme sous-maille de
l’e´quation de transport de la discontinuite´ e´quivalente, t = 0
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Fig. 6.11 – Corre´lation entre le mode`le et la contribution re´elle du terme sous-maille de
l’e´quation de transport de la discontinuite´ e´quivalente, t∆t = 200
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Fig. 6.12 – Corre´lation entre le mode`le et la contribution re´elle du terme sous-maille de
l’e´quation de transport de la discontinuite´ e´quivalente, t∆t = 500
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6.7 Conclusion
Dans ce chapitre, on a pre´sente´ et illustre´ en de´tail sur des exemples pre´cis deux me´thodes
(l’analyse ge´ne´rique des processus interfaciaux et la me´thode des DAR) qui permettent de
passer d’une description continue a` une vision discontinue des interfaces. Ces me´thodes sont
principalement utilise´es en SND afin de trouver la limite asymptotique discontinue d’une zone
volumique de transition. Graˆce aux DAR applique´s aux e´quations des interfaces diffuses, nous
avons explique´ l’origine volumique de la tension de surface : de fac¸on non intuitive, c’est
la forte variation de masse volumique dans la direction normale qui cre´e la tension dans la
direction tangentielle.
En filtrant les e´quations monofluides avec un filtre a` cheval sur l’interface, nous avons
obtenu un syste`me ou` les grandeurs varient continuˆment. Pour de´terminer sa limite asymp-
totique discontinue, nous avons applique´ la me´thode des DAR. Comme cette me´thode est
complexe et assez calculatoire, nous avons commence´ par de´duire, graˆce au formalisme mo-
nofluide, les relations de saut que nous cherchons a` fermer avec la me´thode des DAR. Nous
avons ensuite adimensionnalise´ les e´quations. Cette e´tape d’adimensionnalisation est cruciale
car elle de´termine le comportement du syste`me discontinu e´quivalent. Elle repose sur la dis-
tinction de deux e´chelles de longueurs dont l’une est caracte´ristique de la zone de transition
et l’autre du proble`me macroscopique. Pour l’application de la me´thode des DAR proprement
dite, nous nous sommes place´s dans le syste`me de coordonne´es associe´es a` l’interface afin de
tenir compte de la courbure des interfaces qui est un point cle´ de notre proble`me. Nous avons
donc e´crit chaque terme des e´quations dans un syste`me de coordonne´es ge´ne´ralise´es faisant
intervenir des facteurs d’e´chelles. De cette fac¸on, nous avons concentre´ l’e´tude des e´quations
suivant la direction normale en dilatant cette direction. Et, nous avons alors de´termine´ les re-
lations de saut a` l’interface en utilisant les conditions de raccord entre les solutions inte´rieure
et exte´rieures. A l’ordre 0, nous avons trouve´ que
– la vitesse est continue a` l’interface, ce qui implique que l’on conserve l’hypothe`se d’in-
compressibilite´ : le champ de vitesse monofluide du proble`me discontinu e´quivalent est
a` divergence nulle,
– les corre´lations entre la vitesse et la masse volumique sont l’origine volumique d’une
nouvelle force surfacique dans l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement. Cette
force s’apparente aux forces interfaciales mais contrairement a` elles, sa re´sultante n’est
pas force´ment normale a` l’interface.
Ces conditions de saut ne sont pas uniquement de´finies par l’expression de la diffe´rence entre
les grandeurs du liquide et les grandeurs du gaz, il faut aussi de´finir pre´cise´ment le lieu ou` on
doit les imposer, i.e. la localisation de la discontinuite´ e´quivalente. Nous avons logiquement
choisi de de´finir la discontinuite´ e´quivalente de telle sorte que l’on conserve la masse (i.e.
la masse en exce`s est nulle). Ce choix assure que l’on retrouve la position de l’interface de
la SND lorsque le rayon de courbure est tre`s grand devant la taille du filtre. Cette position
pour la discontinuite´ e´quivalente nous a conduit a` e´tablir une nouvelle e´quation de transport
de l’interface qui, en plus de la mode´lisation de type similarite´ d’e´chelles, fait intervenir la
variation de la courbure.
Graˆce a` des tests a priori, nous avons montre´ que l’e´quation de la discontinuite´ e´quivalente
obtenue mode´lise tre`s bien le de´placement de l’interface filtre´e discontinue. En particulier,
nous avons vu la comple´mentarite´ du terme qui tient compte de la variation de la courbure
et du mode`le de similarite´ d’e´chelles. Meˆme si on n’a pas introduit de nouveaux termes
dans l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement par rapport au cas SGE continue, il
serait inte´ressant de faire des tests a priori pour e´valuer le saut de la limite asymptotique
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discontinue des grandeurs filtre´es a` l’interface et le comparer a` la pre´diction du mode`le10.
Malheureusement, de tels tests sont difficiles a` mettre en oeuvre car il ne´cessite de savoir faire
le lien entre les champs de la SND et les champs filtre´s discontinus (voir paragraphe 6.6.1).
Face a` cette difficulte´ non re´solue, nous proposons d’imple´menter nos mode`les et de re´aliser,
dans le chapitre suivant, une premie`re e´tude a posteriori, c’est-a`-dire de comparer le re´sultat
d’un calcul avec le concept ISS et celui d’une SND.
10Ce travail n’aurait pas pour but de valider l’e´tape de mode´lisation (nous l’avons de´ja` fait dans le chapitre
pre´ce´dent) mais de valider l’e´tape analytique des DAR.
Chapitre 7
Une premie`re validation des nouveaux
mode`les
D
ans ce chapitre, on re´alise la premie`re e´tude a posteriori des mode`les que
nous avons de´veloppe´s. Nous avons choisi de faire cette e´tude sur le cas test
de l’ascension d’une bulle a` contre-courant (voir paragraphes 4.3 et 3.3.1). Ce choix
est motive´ par le fait que l’on de´sire effectuer une e´tude parame´trique afin de mettre
en e´vidence les effets de chacune des fermetures que nous avons introduites. Par
conse´quent, le cas d’interaction d’une bulle avec une turbulence de grille est trop
couˆteux nume´riquement. De plus, le meilleur crite`re de validation des mode`les du
concept ISS nous semble eˆtre la position du centre de gravite´ de la bulle. Or, le cas de
l’ascension de la bulle est le seul cas 2D que nous avons simule´ ou` le centre de gravite´
de l’inclusion se de´place significativement.
7.1 Hypothe`ses supple´mentaires
7.1.1 Ecriture sous forme non conservative
La me´thode nume´rique dont nous disposons est e´crite sous forme non conservative. Par
conse´quent, pour tester les mode`les que nous proposons, il faut e´crire l’e´quation de bilan de
quantite´ de mouvement (6.128c) sous forme non conservative. On trouve :
ρ˜
∂u˜
∂t
+ ρ˜∇ · (u˜⊗ u˜) + (u˜ · ∇ρ˜) u˜ = −∇p˜+∇ ·
(
S˜
)
+ L˜ · ∇ρ˜︸ ︷︷ ︸
(i)
+ ρ˜∇ ·
(
L˜
)
︸ ︷︷ ︸
(ii)
−
σκ˜ n˜+
∫ +∞
−∞
∂
(
ρ˜ u˜− ρ˜ u˜
)
∂t
dξ3︸ ︷︷ ︸
(iii)
 δeσ (7.1)
Le terme (ii) est le seul terme qui existe en SGE dans les situations monophasiques. Dans
notre cas, il correspond a` l’hypothe`se de similarite´s d’e´chelles. Le terme (i) est l’effet de ce
terme a` l’interface. Le terme (iii) correspond au corre´lation entre la masse volumique et la
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vitesse, il corrige les erreurs de transfert de quantite´ de mouvement ou d’e´nergie cine´tique
dues a` la sous-re´solution. Il est le seul terme e´crit sous la forme d’une grandeur en exce`s.
Comme les forces superficielles, les deux termes, (i) et (iii), sont des forces surfaciques.
7.1.2 Evolution de la courbure
Pour les tests a priori du chapitre pre´ce´dent, nous avons imple´mente´ les ope´rateurs de
de´rivation surfacique dans des outils de postraitement. Malheureusement, par manque de
temps mais aussi parce que de tels ope´rateurs sont plus faciles a` mettre en oeuvre pour le
postraitement qu’au coeur du code Trio U, nous n’avons pas imple´mente´ ces ope´rateurs dans
la me´thode de Front-tracking. Cependant, dans le cas test que nous avons choisi, la courbure
e´volue peu comparativement au cas de l’interaction d’une bulle avec une turbulence de grille.
De plus, le cas est laminaire et 2D. On suppose que dans ces conditions, on peut ne´gliger
le terme lie´ a` l’e´volution de la courbure devant celui de l’hypothe`se de similarite´ d’e´chelle
dans l’e´quation de transport de la discontinuite´ e´quivalente. Plus pre´cise´ment, on imagine
que, dans ces conditions, la diffe´rence de comportement entre ces deux termes que nous avons
de´crite dans le paragraphe 6.6.5 est ne´gligeable1 et que l’hypothe`se de similarite´ d’e´chelle peut
tre`s bien jouer le roˆle du terme qui tient compte de la variation de la courbure. Soit c une
constante, on peut re´sumer l’hypothe`se pre´ce´dente par l’e´quation
u˜ · n˜s − u˜s · n˜s ≈ c r
2
10
(
∆s
(
∂χ˜g
∂t
n˜
)
· n˜− 2∇s
(
∂χ˜g
∂t
n˜
)
: ∇s (n˜)
)
(7.2)
dans le cas d’un e´coulement faiblement turbulent avec de faibles variations de la cour-
bure. Sous cette hypothe`se supple´mentaire, l’e´quation de transport de la discontinuite´
e´quivalente (6.128b) s’e´crit
∂χ˜g
∂t
=
u˜ · n˜ + (u˜ · n˜s − u˜s · n˜s)︸ ︷︷ ︸
(iv)
 δeσ (7.3)
ou` le terme (iv) correspond a` l’hypothe`se de similarite´s d’e´chelles surfacique.
7.1.3 Evaluation de la grandeur en exce`s
La mise en oeuvre de proce´dures d’e´valuation de grandeurs en exce`s est relativement com-
plexe. En effet, les grandeurs en exce`s sont de´finies sur l’interface, donc elles sont discre´tise´es
aux positions des marqueurs lagrangiens. Pour les e´valuer sur un marqueur donne´, il faut
pouvoir identifier les mailles eule´riennes qui sont traverse´es par la droite normale a` l’inter-
face et passant par ce marqueur. Par conse´quent, pour cette premie`re imple´mentation de
nos mode`les, nous avons de´cide´ de calculer les corre´lations
∂(eρ eu−eρ eu)
∂t sur tous les e´le´ments
du maillage eule´riens et d’approcher, en chaque marqueur, la grandeur en exce`s associe´ a` ce
terme par son interpolation aux coordonne´es du marqueur. Une autre difficulte´ pour e´valuer
ce terme concerne la de´rive´e temporelle. Nous avons choisi de re´aliser un simple point fixe en
deux ite´rations car la troisie`me n’apporte plus rien.
1Dans le paragraphe 6.6.5, on a en effet constate´ que pour t = 500∆t (la courbure de la bulle varie alors
beaucoup moins car elle se trouve en bas du domaine de calcul ou` l’intensite´ de la turbulence de grille est
beaucoup plus faible du fait de la de´croissance spatiale), les deux termes sont tre`s proches.
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Dans la suite de ce chapitre, on veut avoir une ide´e qualitative de l’effet de chacun des
termes (i), (ii), (iii) et (iv). Pour ce faire, on re´alise cinq calculs : quatre ou` on ne tient compte
que de l’un des quatre termes et un cinquie`me ou` on regarde l’effet combine´ de chacun de ces
termes.
7.2 Tests a posteriori
Comme nous l’avons mentionne´, il nous semble qu’un bon juge de paix pour valider les
mode`les de ce travail de the`se est l’e´volution temporelle de la coordonne´e verticale du centre
de gravite´ de la bulle. Dans ce paragraphe, on ce concentre donc sur ce point et on compare
l’e´volution de cette coordonne´e suivant les termes de mode´lisation dont on tient compte ainsi
que suivant le raffinement des maillages eule´rien et lagrangien.
7.2.1 Raffinement lagrangien
Au paragraphe 3.3, nous avons propose´ une mode`le de diffusion de courbure qui permet
d’e´viter le de´veloppement d’instabilite´s nume´riques lorsque l’on raffine le maillage lagrangien
sans raffiner le maillage eule´rien. Cette me´thode est maintenant couramment utilise´e dans
le laboratoire pour les SND. Un des inte´reˆts des tests a posteriori, et de ve´rifier l’apport
de cette me´thode pour les calculs de SGE diphasique, i.e. lorsque ses effets sont combine´s
avec ceux des mode`les que nous avons de´veloppe´s. Cependant, il ne faut pas que la solution
d’un calcul de SGE diphasique de´pende du maillage lagrangien. C’est pourquoi, on choisit
de raffiner suffisamment le maillage lagrangien pour avoir converge´ (du point de vue de la
discre´tisation de l’interface). La figure 7.2 illustre le fait qu’une mauvaise discre´tisation de
l’interface implique une mauvaise e´valuation des forces de frottement et de flottabilite´, car
le pe´rime`tre et l’aire de la bulle sont sous-estime´s (voir paragraphe 3.3). Raffiner le maillage
lagrangien permet d’y reme´dier. On remarque que les courbes obtenues avec deux ou quatre
marqueurs lagrangiens par maille eule´rienne sont presque identiques. On estime qu’on a atteint
la convergence avec seulement deux marqueurs et on effectue les calculs pour tester les mode`les
dans ce cas (maillage grossier 150x150, deux marqueurs lagrangiens par maille eule´riennes et
un ope´rateur de convection centre´).
7.2.2 Effet des diffe´rents termes
La notation parami j k l des figures 7.1, 7.3 et 7.4 indique quels sont les termes dont
on tient compte parmi les mode`les (i), (ii), (iii) et (iv). Ainsi, le calcul param1 0 0 0 (res-
pectivement param0 1 0 0, param0 0 1 0 et param0 0 0 1) ne tient compte que du terme (i)
(respectivement (ii), (iii) et (iv)), les autres termes e´tant mode´lise´s par ze´ro. Dans tous les cas,
il s’agit d’un calcul grossier 150x150 avec deux marqueurs lagrangiens par maille eule´rienne
et un ope´rateur de convection centre´. Sur la figure 7.3, le terme (iii) semble eˆtre le terme
le moins significatif. Ceci est suˆrement duˆ au fait que le saut de masse volumique est faible
(ρG = 990 kg.m
−3 et ρL = 1000 kg.m
−3). Les termes (i) et (ii) ont globalement l’effet d’une
viscosite´ turbulente : augmenter le frottement moyen de la bulle, le terme (iv) apparaˆıt eˆtre le
seul a` avoir l’effet inverse (diminuer le frottement moyen autour de la bulle). Sur la figure 7.4,
on constate que les effets combine´s des diffe´rents mode`les conduisent a` une sur-estimation du
frottement moyen. D’apre`s les constats pre´ce´dents, on peut, afin d’y reme´dier, ponde´rer les
termes (i) et (ii) par des coefficients infe´rieurs a` un ou, au contraire, ponde´rer le terme (iv)
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par un coefficient supe´rieur a` un. Comme les tests a priori que nous avons faits concluent
que τnmconv sous-estime le terme sous-maille qu’il mode´lise, τ conv (voir les corre´lations des fi-
gures 5.22, 5.24 et 5.26), on n’a moralement pas envie de ponde´rer les termes (i) et (ii) qui
en sont issus par des coefficients infe´rieurs a` un. D’autre part, on a vu, de la meˆme fac¸on,
que τnminterf sous-estime le´ge`rement τinterf (voir les corre´lations de la figure 5.20). De plus, la
de´termination a priori des parame`tres du mode`le discontinu au paragraphe 6.6.4 indique qu’il
faut ponde´rer ce mode`le par le coefficient 1,5. Enfin, dans ces tests a posteriori, on n’a pas
imple´mente´ le terme qui tient compte de la variation de la courbure car on a suppose´ que
l’hypothe`se de similarite´s d’e´chelles pouvait jouer son roˆle. Il parait donc licite de ponde´rer le
terme (iv) par un coefficient supe´rieur a` 1,5. Cela conduit au calcul param1 1 1 2 ou` on tient
compte de l’effet combine´ de tous les termes de mode´lisation et ou` on a ponde´re´ le terme (iv)
par 2. L’e´quation de transport de l’interface s’e´crit alors :
∂χ˜g
∂t
=
(
u˜ · n˜ + 2
(
u˜ · n˜s − u˜s · n˜s
))
δeσ (7.4)
Sur la figure 7.1, on ve´rifie que l’e´volution de la coordonne´e verticale du centre de gravite´ de
la bulle qui correspond a` ce calcul (param1 1 1 2) se trouve bien entre les deux tendances
de convergence (sche´ma Quick d’une part et sche´ma centre´ d’autre part). Ainsi, les mode`les
propose´s permettent de corriger la position de la bulle et ce tout au long du calcul.
t (s)
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moyen (Quick)
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moyen (Centré)
grossier (Centré) + param1_1_1_2
Fig. 7.1 – Convergence en maillage (grossier 150x150, moyen 300x300, fin 375x375)
7.3 Conclusion
Les re´sultats pre´sente´s ici nous paraissent prometteurs. Ils sont cohe´rents avec l’ensemble
des tests a priori que nous avons re´alise´s et montrent le gain en couˆt calcul sans perte d’in-
formations que permettent nos mode`les. Nous savons que le cas choisi du fait du faible saut
de masse volumique rend peu importants les termes de l’e´quation de quantite´ de mouve-
ment spe´cifiques au cas diphasique (ceux qui font intervenir ρ). Cependant, notre cas met au
moins en e´vidence l’importance du terme sous-maille de l’e´quation de transport de l’inter-
face (corre´lation de la vitesse et de la normale) et le bon comportement de notre mode`le. En
particulier, il est important de se rappeler que notre mode´lisation est issue des deux e´tapes
successives ou` on a d’abord applique´ un filtre centre´ a` cheval sur l’interface puis transforme´
la zone de transition en une discontinuite´ e´quivalente. Selon nous, meˆme si les mode`les sont
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t (s)
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grossier (Centré)
raffinement lagrangien 2
raffinement lagrangien 4
Fig. 7.2 – Convergence du raffinement lagrangien
( 2 : deux points lagrangiens par maille eule´rienne, 4 : quatre points )
Coordonnée verticale (m)
t (s)
0.031
0.032
0.033
0.034
0.035
0.036
0.037
0.038
0.039
0.04
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0 5 10 15 20 25
param1_0_0_0
param0_0_1_0
param0_0_0_1
param0_1_0_0
grossier (Centré)moyen (Centré)
raffinement lagrangien 2
Fig. 7.3 – Etude de l’effet isole´ de l’estimation des diffe´rents termes sous-maille
certainement perfectibles, ces tests a posteriori valident la de´marche que nous avons e´labore´e
qui consiste justement a` distinguer ces deux e´tapes et qui permet ainsi d’inte´grer dans les
mode`les l’interaction entre l’e´coulement des phases et l’interface.
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Fig. 7.4 – Etude de l’effet combine´ de l’ensemble des mode`les pour diffe´rentes ponde´rations
Conclusions et perspectives
Conclusions
Ce travail de the`se a abouti, pour la premie`re fois a` notre connaissance, aux
de´veloppements de mode`les de SGE diphasiques qui tiennent compte des couplages forte-
ment non line´aires qui existent entre les interfaces et la turbulence, et ou` les interfaces sont
suppose´es bien re´solues alors que les petites e´chelles de la turbulence sont mode´lise´es. En ef-
fet, nous avons mis en e´vidence l’existence de termes sous-maille spe´cifiques aux e´coulements
diphasiques qui n’ont jamais fait l’objet de mode´lisation. Or, nous avons montre´ qu’un certain
nombre d’entre eux avaient une importance significative dans la dynamique de l’e´coulement
et ce meˆme en laminaire. En utilisant des me´thodes issues de la mode´lisation de la turbu-
lence des e´coulements monophasiques ou de la mode´lisation de la physique des interfaces des
e´coulements diphasiques, nous avons propose´, et valide´ sur des tests a priori, des fermetures
pour ces termes. On re´sume ici les principales e´tapes originales de ce travail :
– Des SND de situations d’e´coulements pertinentes ont e´te´ re´alise´es, valide´es et exploite´es.
Ceci a e´te´ possible graˆce a` l’existence, dans notre laboratoire, d’une me´thode per-
formante mixte Front-tracking/VOF. Nous avons participe´ a` l’ame´lioration de cette
me´thode (i) en augmentant la pre´cision de la description ge´ome´trique des bulles graˆce
a` une me´thode de raffinement du maillage lagrangien, (ii) en proposant une nouvelle
discre´tisation du tenseur des contraintes visqueuses et (iii) en imple´mentant un sche´ma
en temps de type Runge-Kutta 3 capable de ge´rer le couplage des diffe´rentes e´quations
de la me´thode nume´rique. De plus, nous avons mis en oeuvre une me´thode de forc¸age
line´aire de la turbulence qui permet de fournir des conditions d’entre´e re´alistes et turbu-
lentes. Nous avons ainsi pu simuler l’interaction d’une turbulence de grille et d’une bulle
vraiment de´formable. Ce genre de SND est relativement rare dans la litte´rature. Outre
l’utilisation que nous en avons faites pour de´velopper le concept ISS, ce type de calcul
devrait permettre d’enrichir des mode´lisations statistiques des e´coulements diphasiques
a` bulles par exemple. Il s’agirait d’e´tudier les phe´nome`nes a` l’e´chelle de la bulle (et non
a` l’e´chelle des de´formations de son interface) en mesurant par exemple son agitation en
fonction de l’intensite´ turbulente. Dans ce but, nous avons commence´ a` caracte´riser la
turbulence de grille en l’absence d’inclusion.
– Une mode´lisation de type SGE adapte´e aux e´coulements diphasiques et avec une vision
continue des interfaces a e´te´ propose´e. En appliquant un filtre centre´, e´ventuellement
a` cheval sur les interfaces, aux e´quations monofluides, nous avons exhibe´ des termes
sous-maille spe´cifiques aux situations diphasiques. Nous avons retrouve´ formellement le
fait que la ge´ome´trie de l’interface est de´grade´e avec la sous-re´solution. Par conse´quent,
nous avons montre´ que les mode`les devaient non seulement tenir compte de la turbu-
lence mais e´galement de la pre´sence d’une discontinuite´. L’e´tude des ordres de gran-
deurs des diffe´rents termes sous-maille nous a permis de ne´gliger certains d’entre eux
pour nous concentrer sur la mode´lisation des termes pre´ponde´rants. L’adaptation de la
de´composition de Leonard revisite´e par Germano a` ces termes spe´cifiques, nous a conduit
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a` de´velopper des mode`les du type similarite´s d’e´chelles. Les nombreux tests a priori que
nous avons effectue´s montrent que nos mode`les sont extreˆmement bien corre´le´s avec
la contribution re´elle des termes sous-maille. L’imple´mentation des termes principaux
de notre mode´lisation et une premie`re comparaison des re´sultats qu’elle fournit sur un
maillage deux fois plus grossier que le maillage du calcul SND re´solu confirme la capacite´
de nos mode`les a` diminuer notablement le couˆt nume´riquement sans ve´ritablement en
affecter la pre´cision.
– Alors que de nombreuses et re´centes e´tudes de´montrent les effets conse´quents du ca-
racte`re de´formable des inclusions sur les proprie´te´s de l’e´coulement, nous avons inte´gre´
dans des mode`les sous-maille les effets de la variation de la courbure de l’interface. La
me´thode des DAR nous a permis de pre´ciser les relations de saut des grandeurs filtre´es
et d’e´tablir une nouvelle e´quation de transport de la discontinuite´ e´quivalente. Il est
apparu que le saut du tenseur des contraintes, simplement e´gal aux forces superficielles
pour les grandeurs exactes, de´pend e´galement des corre´lations entre la vitesse et la masse
volumique, i.e. des corre´lations entre la vitesse et la ge´ome´trie de l’interface. Puisque
ces corre´lations apparaissent sous la forme d’une de´rive´e temporelle, on a donc, dans le
cas de simulations sous-re´solues, en plus des forces superficielles classiques qui sont pro-
portionnelles a` la courbure, une force surfacique dont l’intensite´ de´pend de l’e´volution
temporelle de la ge´ome´trie de l’interface. De fac¸on encore plus claire, l’e´quation de trans-
port de la discontinuite´ e´quivalente que nous avons obtenue fait apparaˆıtre explicitement
l’e´volution temporelle de la courbure de l’interface. Graˆce a` des tests a priori, nous avons
montre´ la ne´cessite´ de tenir compte de cette de´pendance pour pre´dire correctement la
vitesse des interfaces.
Perspectives
Les perspectives ouvertes par ces travaux sont nombreuses. On les e´nonce en commenc¸ant
par le court terme pour aller progressivement vers le moyen et long terme, en oubliant tous
les obstacles que la physique aura sans doute seme´s sur ce trajet.
Tout d’abord, il est ne´cessaire de finir l’imple´mentation des mode`les que nous avons pro-
pose´s afin de re´aliser de nouvelles validations a posteriori, c’est-a`-dire de ve´rifier que l’ajout
de mode`les lors de calculs sous-re´solus permet de se rapprocher de la solution fournie par
la SND. En effet, du fait, par exemple, de la diffusion nume´rique, l’apport des mode`les de
la SGE n’est pas toujours flagrant et ce meˆme en monophasique. Dans le cadre de l’ANR
Simulation Turbulence et Interfaces, il est pre´vu de ve´rifier, pour une surface libre cisaille´e,
que les tre`s bons re´sultats que nous avons obtenus a` partir de tests a priori ne de´pendent pas
de conditions particulie`res de l’e´coulement, que l’imple´mentation de nos mode`les ne cre´e pas
d’instabilite´ nume´rique et qu’aucun effet de la sous-re´solution n’a e´te´ sous-estime´. Cependant,
la de´marche que nous avons mise en place lors de l’e´laboration du concept ISS est comple`te et
s’il est e´vident que les mode`les que nous proposons devront eˆtre adapte´s et retravaille´s, nous
sommes maintenant certains de leur potentiel.
Une fois ces premiers mode`les valide´s, il sera alors ne´cessaire de relaxer certaines des
hypothe`ses. En effet, un des programmes a` long terme dans laquelle s’inscrit cette e´tude
est la simulation de situation d’e´bullition convective. Cet objectif e´tant trop ambitieux pour
eˆtre atteint directement, les difficulte´s ont e´te´ scinde´es pour les rendre plus abordables et
la mode´lisation physico-nume´rique du changement de phase, a fait l’objet de nombreux tra-
vaux [41, 20, 62] ante´rieurs a` cette the`se. Cependant, nous avons pour l’instant e´tabli nos
mode`les dans le cas sans changement de phase. Il s’agit donc d’une e´tape pre´liminaire et
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il faudra comple´ter nos mode`les afin de tenir compte du changement de phase. Nous avons
d’ailleurs fait un premier pas dans cette direction en re´alisant des tests a priori dans des situa-
tions anisothermes sans changement de phase. Le meˆme type de mode`les que celui de´veloppe´
pour l’e´quation de bilan de quantite´ de mouvement dans ce me´moire, fonctionne tre`s bien
pour l’e´quation de tempe´rature [97]. Une autre hypothe`se que nous avons faite concerne les
de´formations de l’interface : nous avons suppose´ que son plus petit rayon de courbure e´tait
plus grand que la taille de la maille. Pourtant, dans des situations industrielles, les bulles
sont susceptibles d’eˆtre suffisamment de´forme´es pour qu’une partie de leur ge´ome´trie soit
non re´solue. Comme nous l’avons montre´, les interactions entre interfaces et turbulence se
caracte´risent par des e´changes entre l’e´nergie d’interface et l’e´nergie cine´tique des phases. Une
fac¸on de tenir compte des transferts non re´solus serait donc d’e´tablir des e´quations d’e´volution
de l’e´nergie d’interface non re´solue et de l’e´nergie cine´tique turbulente. On peut alors espe´rer
qu’un tel outil aide a` mieux comprendre un certain nombre de phe´nome`nes physiques tels que
les interactions entre plusieurs bulles et la crise d’e´bullition.
De fac¸on plus ge´ne´rale, le concept ISS doit, a` terme, permettre de re´aliser des calculs dont
le degre´ de pre´cision est proche de celui de la SND et dont le couˆt nume´rique est tre`s infe´rieur.
Par conse´quent, il est un niveau de mode´lisation interme´diaire entre les codes industriels (base´s
sur un mode`le a` deux fluides moyenne´s en volume et statistiquement) et les codes de SND.
Par interme´diaire on entend qu’il se construit principalement graˆce aux informations issues
de SND et que l’un de ces objectifs concrets et pragmatiques est d’enrichir les mode`les des
codes industriels. Dans les codes industriels du domaine du nucle´aire, on peut distinguer trois
niveau de mode´lisation : le niveau Syste`me qui correspond a` l’ensemble du re´acteur et une
partie de ses auxiliaires, le niveau Composant qui ne s’inte´resse qu’au coeur du re´acteur ou
a` un ge´ne´rateur de vapeur et le niveau 3D local qui concerne quelques canaux du coeur. En
partant du niveau le plus fin, ce me´moire illustre par exemple comment chaque niveau peut
eˆtre utilise´e pour enrichir les niveaux moins de´taille´s. Une re´flexion collective, principalement
au sein de notre laboratoire, est amorce´e afin d’e´largir cette de´marche multie´chelle.
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Annexe A
Spectre d’e´nergie d’interface
P
our e´tudier les me´canismes d’interaction interface/turbulence, il est inte´ressant
de disposer d’un outil permettant de connaˆıtre le spectre instantane´ de l’e´nergie
d’interface. En effet, on sait qu’une interface interagit de fac¸on se´lective avec l’e´nergie
cine´tique turbulente, a` la manie`re d’un filtre. Les structures tourbillonnaires provoquent
des de´formations de l’interface qui va donc osciller et re´troce´der de l’e´nergie aux
phases mais pas ne´cessairement aux e´chelles de temps ou de longueurs initiales. De
plus, on ne sait pas e´valuer a priori l’e´chelle des plus petites de´formations de l’inter-
face e´nerge´tiquement actives (alors qu’on sait le faire pour les plus petites structures
turbulentes au sein d’une phase : c’est l’e´chelle de Kolmogorov). Un outil de calcul
des spectres d’e´nergie d’interface permet une e´valuation a posteriori qui, si elle est
faite syste´matiquement, notamment pour beaucoup de valeurs du nombre d’Ohne-
sorge, pourrait conduire a` une relation permettant de de´duire la taille des plus petites
de´formations de l’interface a` partir des grandeurs caracte´risant cet e´coulement. Pour
construire une repre´sentation spectrale de l’e´nergie d’interface, on a besoin des fonc-
tions de base adapte´es : les harmoniques sphe´riques. Apre`s avoir rappele´ leur de´finition,
on expliquera la me´thode d’obtention d’un spectre d’e´nergie interfaciale et on donnera
un exemple.
A.1 Les harmoniques sphe´riques
Les harmoniques sphe´riques correspondent aux modes propres des de´formations d’une
inclusion (pour plus de de´tail sur ce proble`me physique, on se re´fe´rera a` [51] ou [69]). Ces
harmoniques sont relie´es aux polynoˆmes de Legendre, Pmn (n est le degre´ et m l’ordre du
polynoˆme), par la relation
Y mn = c
m
n e
imϕPmn (cos(θ)), 0 ≤ m ≤ n (A.1)
ou` on a introduit l’exponentielle complexe. La de´finition des angles θ et ϕ est pre´cise´e par la
figure A.1. Le coefficient cmn est le coefficient de normalisation,
cmn =
√
2n+ 1
4π
(n−m)!
(n+m)!
(A.2)
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qui assure l’orthonormalite´ de la base,∫ 2π
0
dϕ
∫ π
0
Y kl Y
m
n sinθdθ = δkmδln, (A.3)
δkm est le symbole de Kronecker (il vaut 0 si k 6= m et 1 sinon) et l’ope´rateur · associe a`
tout complexe le complexe conjugue´.
ϕ
θ
M er
eϕ
eθr
y
z
G
x
Fig. A.1 – Coordonne´es sphe´riques
Une fonction, f , de´finie sur une sphe`re se de´compose de fac¸on unique :
f(θ, ϕ) =
∑
n≥0
∑
−n≤m≤n
fmn Y
m
n (θ, ϕ) (A.4)
fmn =
∫ 2π
0
dϕ
∫ π
0
f(θ, ϕ)Y mn (θ, ϕ)sinθdθ (A.5)
Y −mn (θ, ϕ) = (−1)mY mn (θ, ϕ) (A.6)
Pour calculer les polynoˆmes de Legendre, on peut avoir recourt a` des formules explicites sous
forme de somme mais ces dernie`res ne´cessitent des calculs de factorielles de grands nombres
et des simplifications de´licates entre les termes successifs dont le signe alterne. Il est donc
pre´fe´rable d’utiliser des formules de re´currence. Malheureusement, la plupart des re´currences
sur m sont instables et sont donc a` e´viter lors d’un travail nume´rique. En effet, la relation
Pm+1n (z) =
−1√
1− z2 ((n−m)zP
m
n (z)− (n+m)Pmn−1(z)), z = cosθ
est dangereuse lorsque θ tend vers 0 ou π. On utilisera donc les formules suivantes issues
de [69]
Pmm (z) = (−1)m(2m− 1)!!(1− z2)m/2 (A.7)
Pmm+1(z) = z(2m+ 1)P
m
m (z) (A.8)
(n−m)Pmn = z(2n− 1)Pmn−1 − (n+m− 1)Pmn−2, 0 ≤ m ≤ n− 2 (A.9)
ou` n!! est le produit des entiers impairs de 1 a` n.
La figure A.2 montre quelques fonctions harmoniques sphe´riques de degre´ 9 et d’ordre
variable. Ce sont donc des surfaces qui enveloppent la sphe`re et qui pre´sentent des ondulations
de part et d’autre de ze´ro, en rouge les zones positives, en bleu les zones ne´gatives, et en vert
les passages par ze´ro. La proprie´te´ est que la fonction harmonique sphe´rique passe autant de
fois par ze´ro que ce que vaut son degre´ n. Parmi ces passages par ze´ro, m se font suivant une
longitude, et donc n-m suivant une latitude.
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Fig. A.2 – Repre´sentation des harmoniques sphe´riques Y 09 , Y
3
9 , Y
6
9 et Y
9
9 .
A.2 Spectre d’e´nergie interfaciale
A.2.1 Surface d’un sphe´ro¨ıde
On de´finit le barycentre de surface d’un sphe´ro¨ıde, S, comme le point G ve´rifiant∫
M∈S
GMdσ = 0
On se place dans le repe`re associe´ aux coordonne´es sphe´riques dont l’origine est le barycentre
de surface du sphe´ro¨ıde, l’e´le´ment de surface s’e´crit
dσ = ‖Dθf ∧Dϕf‖dθdϕ (A.10)
ou` ∧ est un produit vectoriel et f est la fonction qui a tout couple d’angles associe le vecteur
position du point correspondant du sphe´ro¨ıde :
f : [0, π]× [0, 2π[ → R3
(θ, ϕ) 7→ GM = r(θ, ϕ)er
On a donc
Dθf = reθ +
∂r
∂θ
er
Dϕf = rsinθeϕ +
∂r
∂ϕ
er
et la surface, s, est donne´e par :
s =
∫ 2π
0
dϕ
∫ π
0
r2sinθ
√√√√1 + 1
r2
((
∂r
∂θ
)2
+
1
sin2θ
(
∂r
∂ϕ
)2)
dθ (A.11)
En faisant l’hypothe`se des petites de´formations au sens ou` la normale a` la surface est a` peu
pre`s confondue avec er (ce qui signifie que l’amplitude des perturbations doit eˆtre d’autant
plus faible que leur fre´quence est e´leve´e), on a a` l’ordre deux :
s =
∫ 2π
0
dϕ
∫ π
0
r2sinθdθ (A.12)
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A.2.2 Spectre d’e´nergie interfaciale
Dans le cas ou` la tension de surface est suppose´e constante, l’e´nergie d’interface est di-
rectement proportionnelle a` la surface de l’interface en question. En utilisant les e´quations
(A.4) et (A.5) applique´es a` la fonction (θ, ϕ) 7→ r, puis la proprie´te´ d’orthogonalite´ (A.3),
l’e´quation (A.12) devient :
s =
∑
n≥0
∑
−n≤m≤n
‖rmn ‖2 (A.13)
On a ainsi obtenu une de´composition spectrale de l’e´nergie d’interface. La proprie´te´ (A.6)
implique que ‖r−mn ‖2 = ‖rmn ‖2. Par conse´quent, pour m strictement positif, il n’est pas utile
de calculer les coefficients r−mn , ni meˆme de repre´senter dans le spectre d’e´nergie d’interface
les ‖r−mn ‖2.
A.2.3 Validation de notre imple´mentation du calcul du spectre d’e´nergie
interfaciale
On a ge´ne´re´ un maillage d’interface correspondant a` l’harmonique sphe´rique Y 03 . L’inter-
face est repre´sente´ figure A.3(a) et l’e´chelle de couleur repre´sente la courbure. Ce maillage
d’interface a alors e´te´ postraite´ comme s’il s’agissait du re´sultat d’un calcul et on a obtenu
les spectres d’e´nergie pre´sente´s figures A.3(b) et A.3(c). On constate (fig. A.3(c)) que toute
l’e´nergie de la perturbation est bien sur le mode attendu (m = 0 et n = 3). Mais la figure
A.3(b) (en e´chelle log) montre que le signal est tre`s bruite´, ce qui limitera sans doute les
applications de cette me´thode.
A.3 Conclusion
A partir de la de´composition de la ge´ome´trie de l’interface sur les harmoniques sphe´riques,
nous avons de´fini le spectre d’e´nergie d’une interface puis nous avons imple´mente´ un outil de
postraitement pour tracer ce spectre.
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(a) Maillage du mode Y 03
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(b) Spectre d’e´nergie d’interface en e´chelle log. Le
mode (0,3) est 7000 fois plus grand que le pic sui-
vant, le mode (0,8) et 150 fois plus grand que le mode
suivant (0,4) qui est le deuxie`me maximum.
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(c) Spectre d’e´nergie d’interface
Fig. A.3 – Spectre d’e´nergie de surface
Annexe B
Grandeur en exce`s
D
ans le chapitre 6, on a introduit trois de´finitions de la grandeur en exce`s.
Cette grandeur permet de faire le lien entre une vision continue et une vision
discontinue des interfaces. Dans cette annexe, on discute rapidement de l’e´quivalence
de ces trois de´finitions dans le cas d’une interface sphe´rique. On montre ainsi que si
l’on de´sire respecter un principe de conservation seule la de´finition a` partir d’un volume
de controˆle est satisfaisante.
B.1 Trois de´finitions
Dans le chapitre 6, on a pre´sente´ trois de´finitions d’une grandeur en exce`s
(
φ
)ex
. Ces
grandeurs sont utilise´es dans l’analyse ge´ne´rique des processus interfaciaux [23]. En notant φ
la grandeur a` l’e´chelle microscopique et φ˜ celle a` l’e´chelle macroscopique, on a∫
A
(
φ
)ex
dS =
∫
V
(
φ− φ˜
)
dV (B.1a)∫
∂A
(
φ
)ex
dL =
∫
∂V
(
φ− φ˜
)
dS (B.1b)
(
φ
)ex
=
∫ +∞
0
(
φ− φ˜
)
dr (B.1c)
ou` V est le volume de controˆle de´fini dans la zone interfaciale, A la portion d’interface incluse
dans ce volume, ∂A le contour de cette surface A et r la distance par rapport au centre de
l’inclusion. L’e´quation (B.1a) de´finit la grandeur en exce`s a` partir d’un bilan sur un volume
de controˆle. Elle respecte donc la notion de conservation. La de´finition (B.1b) utilise une
formulation en terme de flux et la relation (B.1c) est une simple inte´gration suivant la direction
normale.
Afin de pouvoir comparer simplement ces trois de´finitions, on se restreint a` l’e´tude du
cas d’une interface sphe´rique de rayon R. On se place en coordonne´es sphe´rique (r, θ, ϕ) avec
l’origine au centre de l’inclusion. L’e´quation de l’interface sphe´rique est donc r = R et la zone
de transition d’e´paisseur 2δ correspond a` la re´gion de l’espace R−δ < r < R+δ. Les notations
ge´ome´triques sont pre´cise´es par la figure B.1.
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Fig. B.1 – De´finition 3D du volume de controˆle associe´ a` la zone de transition interfaciale et
des coordonne´es sphe´riques
B.2 Ecriture 1D de la de´finition volumique
En coordonne´es sphe´riques, la de´finition (B.1a) s’e´crit :∫
A
(
φ
)ex
(θ, ϕ)R2 sinθ dθdϕ =
∫
V
(
φ− φ˜
)
(r, θ, ϕ) r2 sinθ dθdϕdr (B.2a)
Puisqu’elle est valable pour tout volume de controˆle V contenant la zone de transition, on
peut se restreindre a` un volume suffisamment petit pour pouvoir ne´gliger les variations des
grandeurs en fonction de θ et de φ :
(
φ
)ex
R2
∫
A
sinθ dθdϕ =
∫ +∞
0
(
φ− φ˜
)
r2dr
∫
A
sinθ dθdϕ (B.2b)
En simplifiant par
∫
A sinθ dθdϕ, on obtient :(
φ
)ex
=
∫ +∞
0
r2
R2
(
φ− φ˜
)
dr (B.2c)
En se souvenant que les grandeurs a` l’e´chelle microscopique et celle a` l’e´chelle macroscopique
diffe`rent seulement dans la zone de transition interfaciale (R − δ < r < R + δ), l’inte´grale
pre´ce´dente se re´e´crit : (
φ
)ex
=
∫ R+δ
R−δ
r2
R2
(
φ− φ˜
)
dr (B.2d)
En faisant le changement de variable z = r −R, on trouve finalement :
(
φ
)ex
=
∫ +δ
−δ
(
1 + 2
z
R
+
z2
R2
)(
φ− φ˜
)
dz (B.2e)
B.3 Ecriture 1D de la de´finition a` partir des flux
On choisit la base canonique fixe (ex, ey, ez) telle que l’angle θ soit constant sur le contour
∂A. L’e´quation de ce contour est alors θ = θ0. En notant ν le vecteur surfacique (i.e. qui
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est tangent a` l’interface) normal au contour ∂A, la de´finition (B.1b) s’e´crit en coordonne´es
sphe´riques : ∫
∂A
(
φ
)ex
Rsinθ0 νdϕ =
∫
∂V
(
φ− φ˜
)
r sinθ0 νdϕdr (B.3a)
Comme pre´ce´demment, cette de´finition est valable pour tout volume de controˆle V . On peut
donc choisir θ0 tel que l’on puisse ne´gliger les variations des grandeurs par rapport a` ϕ. Apre`s
des simplifications similaires a` celles faites dans le paragraphe pre´ce´dent, on trouve :
(
φ
)ex
=
∫ R+δ
R−δ
r
R
(
φ− φ˜
)
dr (B.3b)
Avec le meˆme changement de variable que pour la de´finition volumique z = r−R, on obtient
ici : (
φ
)ex
=
∫ +δ
−δ
(
1 +
z
R
)(
φ− φ˜
)
dz (B.3c)
B.4 Re´e´criture de la de´finition 1D
En limitant le support de l’inte´grale a` la zone de transition interfaciale et en faisant le
changement de variable z = r −R, la de´finition 1D (B.1c) devient simplement :
(
φ
)ex
=
∫ +δ
−δ
(
φ− φ˜
)
dz (B.4)
B.5 Conclusion
En se limitant a` l’e´tude d’une interface sphe´rique, on a montre´ facilement que chaque
de´finition de la grandeur en exce`s se re´e´crit comme une simple inte´grale suivant la direction
normale. On constate que seules les deux premie`res de´finitions font intervenir la courbure de
l’interface. Si on de´sire pre´server la notion de conservation, il faut ne´cessairement raisonner de
fac¸on volumique en faisant des bilans. Puisque les de´finitions par flux et purement monodimen-
sionnelle ne sont pas e´quivalentes a` la de´finition volumique, elles peuvent eˆtre insuffisantes.
Cependant, a` l’ordre 0 en ǫ = δR , les trois de´finitions sont rigoureusement e´quivalentes.
Dans ce me´moire, on s’arreˆte a` l’ordre 0 pour les de´veloppements asymptotiques raccorde´s
donc, lors de cette analyse, on confond ces trois de´finitions. En revanche, afin de conserver
la masse, on de´termine la position de la discontinuite´ e´quivalente a` partir de la de´finition
volumique.
Annexe C
Syste`me de coordonne´es associe´es a`
l’interface
L
a me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s revient a` dilater la di-
rection dans laquelle les grandeurs varient fortement et rapidement. Dans le cas
des e´coulements diphasiques, les grandeurs varient rapidement dans la direction nor-
male a` l’interface lorsque l’on en est suffisamment proche. Pour faire un changement
de variable suivant la direction normale, il faut au pre´alable se placer dans un syste`me
de coordonne´es associe´es a` l’interface. Puisque ce syste`me de coordonne´es est en par-
tie curviligne, les ope´rateurs de de´rivation de´finis dans ce syste`me font intervenir des
facteurs d’e´chelles. Dans cette annexe, on de´finit le syste`me de coordonne´es associe´es
a` l’interface dont le parame´trage de la surface se fait suivant les directions principales.
On e´crit alors les diffe´rents ope´rateurs de de´rivations dans ce syste`me.
C.1 Base naturelle associe´e a` l’interface
Soit (ξ1, ξ2, ξ3) le syste`me de coordonne´es associe´ a` l’interface. (ξ1, ξ2) mesurent la distance
selon les directions principales de l’interface et ξ3 mesure la distance selon la direction normale
a` l’interface. Le point courant M s’exprime en fonction de ces coordonne´es par la relation
OM = r0(ξ1, ξ2) + ξ3n (C.1)
ou` n est le vecteur unitaire normal a` l’interface [2, 32, 3]. On note (t1, t2) les vecteurs unitaires
tangents a` l’interface, paralle`les aux directions principales de courbure. Ces deux directions
sont orthogonales [32]. La base naturelle {gi} associe´e a` ce syste`me de coordonne´es est de´finie
par :
gi =
∂OM
∂ξi
(C.2)
On a donc
g1 = (1− ξ3κ1)t1,g2 = (1− ξ3κ2)t2,g3 = n (C.3)
ou` κ1 et κ2 sont les courbures principales ( [2, 32]). Soit V un vecteur, on a V = V
i gi. Les
composantes V i sont appele´es composantes contravariantes du vecteur V sur la base {gi}.
On de´finit la base duale {gi} de la base naturelle par les relations suivantes
gi · gj = δji (C.4)
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et on a V = Vi g
i. Les composantes Vi sont appele´es composantes covariantes du vecteur V.
Le tenseur me´trique est de´fini par :
gij = gi · gj (C.5)
Les facteurs d’e´chelles sont de´finis par :
hi =
√
gii (C.6)
On a :
h1 = |1− ξ3κ1|, h2 = |1− ξ3κ2|, h3 = 1 (C.7)
La base naturelle a le de´faut de ne pas eˆtre norme´e. Pour e´viter cet inconve´nient, on introduit
la base naturelle norme´e, dite encore base physique :{
g˜i =
gi
||gi||
=
gi
hi
=
gi
||gi|| = g
ihi
}
= (t1, t2,n) (C.8)
On travaille avec les composantes physiques des vecteurs. Ces composantes ve´rifient :
u = u(i) g˜i, avec u(i) = hi u
i =
ui
hi
(C.9)
C.2 Variations de la base naturelle
On peut e´crire les de´rive´es des vecteurs de base sous la forme
∂gi
∂ξj
= Γkij gk (C.10)
ou` les nombres Γiji sont les coefficients de Christoffel. La de´finition des coefficients de Chris-
toffel ainsi que leur calcul dans la base naturelle sont pre´sente´s dans l’annexe C.8. Pour alle´ger
l’e´criture, on notera la de´rive´e de φ :
∂φ
∂ξj
= φ,j (C.11)
Par abus de notation, meˆme apre`s le changement de variable (6.66), on notera :
∂φ
∂ξ
= φ,3 (C.12)
C.3 Etude des champs surfaciques tangents
Pour les ope´rateurs de de´rivation surfacique, les directions de diffe´renciation appartiennent
au plan tangent a` l’interface (attention, ceci ne signifie pas que l’ensemble image de ces
ope´rateurs appartient au plan tangent mais que l’on diffe´rencie uniquement suivant les di-
rections tangentes a` l’interface). Par souci de pre´cision, les indices de cette partie sont note´s
avec des lettres grecques. Lorsque ces indices sont re´pe´te´s, la sommation a` effectuer se limite
a` deux termes et non trois comme dans le cas des champs volumiques. Pour plus de de´tail, on
se reportera au chapitre 2 de l’ouvrage Statique des coques e´lastiques [32].
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C.3.1 Gradient de surface d’un champ scalaire surfacique
Par de´finition, le gradient de surface, ∇s, d’un champ scalaire surfacique, v, est :
∇sv = ∂v
∂ξα
tα (C.13)
Si le champ scalaire v est de´fini dans tout l’espace, la relation suivante permet de relier le
gradient volumique au gradient surfacique (voir [27]) :
∇v = ∇sv + (n · ∇v)n (C.14)
C.3.2 Gradient de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent
Le gradient de surface, ∇s, d’un champ de vecteur tangent, V, applique´ a` la diffe´rentielle
du point courant de la surface donne la partie tangente de la diffe´rentielle de ce champ vectoriel
V. Ses composantes covariantes sont
(∇sV)αβ =
∂Vα
∂ξβ
− VγΓγβα (C.15)
ou` les Γ
γ
αβ sont les coefficients de connexion riemannienne (voir section C.3.3 pour leur lien
avec les coefficients de Christoffel).
C.3.3 Divergence de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent
Par de´finition, la divergence de surface, ∇s·, d’un champ vectoriel surfacique tangent, V,
est
∇s ·V = ∂V
α
∂ξα
+ V βΓ
α
αβ (C.16)
ou` les Γ
γ
αβ sont les coefficients de connexion riemannienne. Dans notre cas (i.e. le repe`re choisi
suit les lignes de courbure), ils correspondent aux coefficients de Christoffel avec ξ3 = 0 (voir
annexe C.8).
C.3.4 Rotationnel de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent
Le rotationnel de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent est le scalaire de´fini par
rotsV = o
βα∂Vα
∂ξβ
(C.17)
ou` o est le tenseur d’orientation de surface. Il s’agit de l’ope´rateur qui a` tout couple de vecteur
surfacique tangent associe le produit mixte avec la normale :
o : R2 × R2 −→ R
(u,v) 7−→ (u ∧ v) · n
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Dans le syste`me de coordonne´es choisi qui suit les lignes de courbure, les composantes cova-
riantes (mais c’est en fait indiffe´rent ici) du tenseur d’orientation de surface sont simplement :
o.. =
[
0 1
−1 0
]
(C.18)
Le rotationnel de surface est la composante normale du rotationnel classique. Si un champ
vectoriel spatial x est tel que sa restriction a` sa surface co¨ıncide avec le champ vectoriel
tangent v, alors on a :
rotsv = n · rotx
C.3.5 Laplacien de surface d’un champ scalaire surfacique
Par de´finition, le laplacien de surface, ∆s, d’un champ scalaire surfacique, v, est :
∆sv = ∇s · (∇sv) (C.19)
Avec un parame´trage associe´ aux directions principales (ou lignes de courbures), on a sur la
surface de´finie par ξ3 = 0 :
∆sv =
∂2v
∂ξ21
+
∂2v
∂ξ22
(C.20)
C.4 Tenseur de courbure normale
Les composantes covariantes du tenseur de courbure normale, B, sont :
bαβ = n · ∂tα
∂ξβ
(C.21)
La de´finition pre´ce´dente est tre`s ge´ne´rale. En particulier, les directions 1 et 2 ne correspondent
pas ne´cessairement aux directions principales contrairement a` une grande partie de ce docu-
ment. Dans le cas ou` ces directions correspondent aux directions principales, on a la relation
suivante avec les coefficients de Christoffel : bαβ = Γ
3
αβ
∣∣∣
ξ3=0
. Les valeurs propres de B sont
les courbures principales de la surface au point conside´re´. On les note κ1 =
1
R1
et κ2 =
1
R2
.
Ces invariants sont :
– la courbure moyenne, κ = Tr B = 1R1 +
1
R2
,
– la courbure gaussienne, H = det B = 1R1R2 .
Comme n et tα sont orthogonaux entre eux les composantes covariantes du tenseur de courbure
s’e´crivent aussi :
bαβ = −tα · ∂n
∂ξβ
Annexe C. Syste`me de coordonne´es associe´es a` l’interface 203
D’apre`s la ge´ne´ralisation du gradient de surface aux vecteurs non tangents (e´quation C.24),
la relation pre´ce´dente s’e´crit en coordonne´es intrinse`ques :
B = −∇sn (C.22)
Comme l’ope´rateur divergence est la trace de l’ope´rateur gradient, on retrouve :
κ = Tr B = −Tr (∇sn) = −∇s · n
C.5 Ope´rateurs de de´rivation surfaciques
L’e´tude des champs surfaciques tangents nous a conduit a` de´finir des ope´rateurs de
de´rivation surfacique. Les de´finitions de ces ope´rateurs peuvent eˆtre ge´ne´ralise´es afin de
pouvoir s’appliquer aux champs volumiques1 non tangents2. Afin de faire le lien entre les
ope´rateurs surfaciques et les ope´rateurs classiques pour des tenseurs de´finis en volume (et non
uniquement sur la surface), on de´finit l’ope´rateur de projection P
P = I− n⊗ n (C.23)
ou` I est l’ope´rateur identite´ et n la normale.
C.5.1 Ope´rateur gradient surfacique
Le gradient surfacique du tenseur T (de´fini sur tout le volume et non uniquement sur la
surface) est :
∇sT = P · ∇T (C.24)
Cette relation permet de montrer le lien entre le gradient de surface d’un champ vectoriel et
le gradient de surface de ses composantes dans la base canonique fixe. En effet, en se plac¸ant
dans la base canonique fixe, (ex, ey, ez), on trouve la meˆme relation que pour le gradient
classique :
∇sV = ∇sVx ⊗ ex +∇sVy ⊗ ey +∇sVz ⊗ ez (C.25)
C.5.2 Ope´rateur divergence surfacique
La divergence surfacique du tenseur T (de´fini sur tout le volume et non uniquement sur
la surface) est :
∇s ·T = P : ∇T (C.26)
C.5.3 Ope´rateur laplacien surfacique
La relation (C.19) donne´e pour un scalaire s’e´tend en fait a` un tenseur, T, de dimension
arbitraire :
∆sT = ∇s · (∇sT) (C.27)
1Les champs volumiques sont de´finis sur tout le domaine contrairement aux champs surfaciques qui ne sont
de´finis que sur la surface.
2Les champs non tangents peuvent avoir une composante normale non nulle contrairement aux champs
tangents.
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En utilisant les e´quations (C.24) et (C.26) dans cette dernie`re relation, on trouve :
∆sT = P : ∇(P · ∇T) (C.28)
Tout comme pour l’ope´rateur gradient surfacique, on peut alors faire le lien entre le laplacien
surfacique d’un champ vectoriel et le laplacien surfacique de ses composantes dans la base
canonique fixe, (ex, ey, ez). On trouve la meˆme relation que pour le laplacien classique :
∆sV = ∆sVxex +∆sVyey +∆sVzez (C.29)
C.6 Ope´rateur gradient
C.6.1 Gradient d’un scalaire
Le gradient de ψ s’exprime de la fac¸on suivante [33, Chap. 2] :
∇ψ = ∂ψ
∂ξi
gi =
1
h2i
∂ψ
∂ξi
gi (C.30)
Et on a :
∇ψ · g˜i =
1
hi
∂ψ
∂ξi
(C.31)
C.6.2 Gradient d’un vecteur
Le gradient d’un vecteur u s’exprime de la fac¸on suivante [33, Chap. 2]
∇u =
(
uj,i + u
kΓjki
)
gj ⊗ gi (C.32a)
ou encore, avec un autre choix de composantes :
∇u =
(
uj,i − ukΓkji
)
gi ⊗ gj (C.32b)
On a alors
(∇u)ij = hiu(i),j + u(i)hi,j − hku(k)Γkij (C.32c)
soit pour chaque composante :
(∇u)11 = h1u(1),1 − u(2)ξ3
h1
h2
κ1,1 − u(3)h1κ1 (C.32d)
(∇u)12 = h1u(1),2 − u(2)ξ3κ2,1 (C.32e)
(∇u)13 = h1u(1),3 (C.32f)
(∇u)21 = h2u(2),1 + u(1)ξ3κ1,2 (C.32g)
(∇u)22 = h2u(2),2 − u(1)ξ3
h2
h1
κ2,2 − u(3)h2κ2 (C.32h)
(∇u)23 = h2u(2),3 (C.32i)
(∇u)31 = u(3),1 + u(1)κ1 (C.32j)
(∇u)32 = u(3),2 + u(2)κ2 (C.32k)
(∇u)33 = u(3),3 (C.32l)
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C.6.3 Composante normale du tenseur des contraintes visqueuses
On de´duit de l’e´quation (C.32a) que le gradient du vecteur u contracte´ avec le vecteur
normal a` l’interface s’e´crit,
n · ∇u = uj,3gj + u1Γ113g1 + u2Γ223g2 (C.33)
car dans l’expression (C.32a) Γjk3 est non nul uniquement pour Γ
1
13 et Γ
2
23 (voir annexe C.8).
Cependant, en utilisant les composantes contravariantes physiques des vecteurs, et en expri-
mant le re´sultat dans la base naturelle norme´e, il reste simplement :
n · ∇u = u(j),3g˜j (C.34)
On de´duit des e´quations (C.32j), (C.32k) et (C.32l) que le gradient transpose´ du vecteur u
contracte´ avec le vecteur normal a` l’interface s’e´crit :
n · ∇Tu = (∇u)3i gi =
u(3),1 + u(1)κ1
h1
g˜1 +
u(3),2 + u(2)κ2
h2
g˜2 + u(3),3g˜3 (C.35)
Finalement,
n ·(∇u+∇Tu) = (u(1),3 + u(3),1 + u(1)κ1
h1
)
g˜1+
(
u(2),3 +
u(3),2 + u(2)κ2
h2
)
g˜2+2u(3),3g˜3
(C.36)
C.7 Ope´rateur divergence
C.7.1 Divergence d’un vecteur
Par de´finition, la divergence d’un vecteur u s’exprime de la fac¸on suivante [33, Chap. 2] :
∇ · u = u, i · gi (C.37)
En e´crivant le vecteur u sous forme contravariante et en utilisant la relation (C.10) sur la
de´rive´e des vecteurs de base, il vient :
∇ · u = ui, i + ujΓiji (C.38)
Comme certains Γiji sont nuls (voir annexe C.8), il vient :
∇ · u = ∂u
1
∂ξ1
+
∂u2
∂ξ2
+
∂u3
∂ξ3
+ u1(Γ111 + Γ
2
12) + u
2(Γ121 + Γ
2
22) + u
3(Γ131 + Γ
2
32) (C.39)
En utilisant les composantes contravariantes physiques des vecteurs et les expressions des
coefficients de Christoffel, on obtient :
∇ · u = 1
h1 h2
[
h2
∂u(1)
∂ξ1
+ h1
∂u(2)
∂ξ2
+ h1 h2
∂u(3)
∂ξ3
− u(3)(κ1h2 + κ2h1)
− ξ3
(
u(1)
∂κ2
ξ1
+ u(2)
∂κ1
ξ2
)]
(C.40)
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C.7.2 Divergence du tenseur des contraintes visqueuses
On pose :
S = µ
(∇u+∇Tu) (C.41)
La divergence de ce tenseur d’ordre 2 s’e´crit [33, Chap. 2] :
(∇ · S)i = (∇S)ikk = Sik,k − SmkΓmki − SimΓmkk (C.42)
Le triple indice un peu barbare, ikk, vient juste du fait que le gradient d’un tenseur d’ordre
2 est un tenseur d’ordre 3. On n’utilisera cette formule que dans un voisinage de l’interface,
c’est-a`-dire pour ξ3 proche de ze´ro. Plus pre´cise´ment, on va re´aliser un de´veloppement limite´
en ǫ avec ξ3 = ǫ ξ. Pour notre e´tude, seuls les termes en ǫ
−2, en ǫ−1 et d’ordre 0 en ǫ sont
ne´cessaires. En explicitant uniquement les termes qui seront non nuls jusqu’a` l’ordre 0 en ǫ
une fois le changement de variable ξ3 = ǫ ξ re´alise´, on a :
(∇ · S)1 = 2 (µu(1),1),1 + (µu(1),2),2 + (µu(2),1),2 + (µu(1),3),3 + (µu(3),1),3
+κ1
(
(µu(1)),3 − µu(1),3 − 2µu(3),1 − ξ3 (µu(1),3),3
)
−µ(κ1 + κ2) (u(3),1 + u(1),3 + κ1u(1)− ξ3κ2u(1),3)
+4µκ21ξ3u(1),3 − 2µκ1,1u(3) +O (ξ3) (C.43a)
(∇ · S)2 = 2 (µu(2),2),2 + (µu(1),2),2 + (µu(2),1),2 + (µu(2),3),3 + (µu(3),2),3
+κ2
(
(µu(2)),3 − µu(2),3 − 2µu(3),2 − ξ3 (µu(2),3),3
)
−µ(κ1 + κ2) (u(3),2 + u(1),3 + κ2u(2)− ξ3κ1u(2),3)
+4µκ22ξ3u(2),3 − 2µκ2,2u(3) +O (ξ3) (C.43b)
(∇ · S)3 = 2 (µu(3),3),3 + (µu(1),3),1 + (µu(3),1),1 + (µu(2),3),2 + (µu(3),2),2
+κ1
(
(µu(1)),1 − 2µu(3),3 − ξ3 (µu(1),3),1 − µu(3)κ1
)
+κ2
(
(µu(2)),2 − 2µu(3),3 − ξ3 (µu(2),3),2 − µu(3)κ2
)
+µξ3 ((κ1,1 − κ2,2)(u(1),3 − u(2),3) + 2u(3),3(κ1 + κ2)) +O (ξ3) (C.43c)
C.8 Coefficients de Christoffel
Par de´finition [33] :
∂gi
∂ξj
= Γkij gk (C.44)
On a e´galement les deux relations [33] :
Γkij = Γ
k
ji (C.45)
Γkij =
1
2
gkµ (gjµ, i + giµ, j − gij, µ) (C.46)
Pour le syste`me de coordonne´es associe´es a` l’interface (ξ1, ξ2, ξ3), les coefficients de Christoffel
qui sont non nuls sont :
Γ113 = Γ
1
31 =
−κ1
h1
(C.47a)
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Γ223 = Γ
2
32 =
−κ2
h2
(C.47b)
Γ311 = κ1 h1 , Γ
3
22 = κ2 h2 (C.47c)
Γ112 = Γ
1
21 =
−ξ3
h1
∂κ1
∂ξ2
(C.47d)
Γ212 = Γ
2
21 =
−ξ3
h2
∂κ2
∂ξ1
(C.47e)
Γ111 =
−ξ3
h1
∂κ1
∂ξ1
, Γ222 =
−ξ3
h2
∂κ2
∂ξ2
(C.47f)
Γ211 = ξ3
h1
h22
∂κ1
∂ξ1
, Γ122 = ξ3
h2
h21
∂κ2
∂ξ2
(C.47g)
C.9 Ele´ment de volume
Par de´finition [33], l’e´le´ment de volume, dV , s’e´crit :
dV =
√
gdξ1dξ2dξ3 (C.48a)
g = det(g..) (C.48b)
Dans le syste`me de coordonne´es associe´es a` l’interface, g.. est diagonal et, d’apre`s les rela-
tions (C.7), l’e´quation (C.48a) devient :
dV = |1− ξ3κ1||1− ξ3κ2|dξ1dξ2dξ3 (C.49)
On a de´ja` pose´ (section C.4) :
κ = κ1 + κ2 (C.50)
H = κ1κ2 (C.51)
Si on suppose la surface suffisamment isotrope pour que l’approximation κ1 ≈ κ2 soit valide,
l’e´le´ment de volume devient :
dV = (1− 1
2
ξ3κ)
2dξ1dξ2dξ3 (C.52)
C.10 The´ore`me de la divergence surfacique
Le the´ore`me de la divergence surfacique s’e´crit pour un tenseur, T, quelconque3∫
S
∇s ·T dS =
∮
C
T · ν dl −
∫
S
κ n ·T dS (C.53)
ou` κ est la courbure moyenne de la surface S, n la normale a` la surface S et ν le vecteur tangent
a` la surface S et normal au contour C (voir par exemple [23, eq. 3.3-7 p. 51] et la figure C.1).
Ce the´ore`me peut aussi s’e´crire en utilisant le projecteur P de´fini par l’e´quation (C.23) :∮
C
T · ν dl =
∫
S
∇s · (PT) dS (C.54)
3La divergence de surface est de´finie pour un tenseur, T, quelconque (le tenseur peut en particulier eˆtre
volumique et non tangent, voir paragraphe C.5).
208 Annexe C. Syste`me de coordonne´es associe´es a` l’interface
Ces deux e´critures sont bien suˆr e´quivalentes car, par de´finition de la courbure et de la diver-
gence surfacique (voir respectivement les paragraphes C.4 et C.5), on a :
∇s ·P = κn (C.55)
On peut ensuite particulariser ce the´ore`me. Si on suppose que le tenseur, T, est un tenseur
surfacique tangent (n ·T = 0), on a :∫
S
∇s ·T dS =
∮
C
T · ν dl (C.56)
Cette expression est similaire a` la formule de Green
∫
V ∇ ·T dV =
∮
S T · n dS. Elle permet
de transformer une inte´grale de surface en inte´grale de contour (la formule de Green permet
de transformer une inte´grale de volume en inte´grale de surface). Si, de plus, la surface, S, est
ferme´e, il n’y a pas de contour, C et donc :∫
S
∇s ·T dS = 0 (C.57)
S
C
ν
τ
n
Fig. C.1 – Repre´sentation d’un e´le´ment de surface, S, et de la courbe, C qui la limite. Le
vecteur n est la normale a` la surface S (pour nous, cette surface est toujours une interface
entre deux fluides de masse volumique diffe´rente, on oriente la normale du fluide le plus le´ger
vers le plus lourd). Les vecteurs ν et τ sont contenus dans le plan tangent a` la surface S.
Le vecteur ν (respectivement τ ) est normal (respectivement tangent) a` la courbe C. Les
directions de ces trois vecteurs unitaires sont telles que (ν, τ ,n) forme un trie`dre direct.
C.11 Conclusion
Dans cette annexe, nous avons de´fini les ope´rateurs de de´rivation surfaciques puis nous
avons calcule´ les ope´rateurs gradient et divergent dans le syste`me de coordonne´es associe´es
a` l’interface. Ces calculs sont utilise´s pour de´terminer les conditions de saut des grandeurs
filtre´es dans le chapitre 6. On a aussi pre´cise´ l’e´criture de l’e´le´ment de volume dans ce syste`me
de coordonne´es. Enfin, nous avons e´nonce´ le the´ore`me de la divergence surfacique.
Annexe D
Evolution de la courbure
D
ans le chapitre 6, on cherche a` e´tablir l’e´quation de transport de la disconti-
nuite´ e´quivalente. Or, nous avons vu (paragraphe 5.9) que, pour eˆtre conservatif
en masse lorsque l’on de´finit la discontinuite´ e´quivalente d’une zone volumique de
transition, il faut tenir compte de la courbure a` l’interface. Par conse´quent, il nous
faut trouver l’e´quation d’e´volution de la courbure. On l’e´tablit dans cette annexe en
prenant soin de ve´rifier l’invariance galile´enne : la courbure d’une interface translate´e
doit rester constante.
D.1 De´monstration
La de´monstration pre´sente´e ici est une variante de celle du chapitre 17.2.1 de l’ouvrage
Theory of Multicomponent Fluids [19]. Nous la de´taillons afin de faciliter l’interpre´tation
du re´sultat final qui fait intervenir le laplacien de surface d’un champ scalaire surfacique.
L’interface est de´finie par la fonction vectorielle x qui a tout instant associe a` chaque couple
de coordonne´es de surface (ξ1, ξ2) (voir annexe C) la position spatiale du point de l’interface
correspondant :
x : R2 × R+ → R3
(ξ1, ξ2, t) 7→ x(ξ1, ξ2, t) (D.1)
Par de´finition, la vitesse de l’interface est :
v(ξ1, ξ2, t) =
∂x
∂t
(D.2)
La de´rive´e temporelle de la relation pre´ce´dente (D.2) ainsi que toutes celles de cette annexe
est une de´rive´e particulaire ou lagrangienne dans la mesure ou` on diffe´rencie par rapport au
temps en suivant un point de la surface (i.e. a` (ξ1, ξ2) fixe´). Le de´placement ge´ome´trique
de l’interface ne de´pend que de la composante normale de la vitesse v. Par conse´quent, on
suppose sans perte de ge´ne´ralite´ que
v(ξ1, ξ2, t) = v(ξ1, ξ2, t)n(ξ1, ξ2, t) (D.3)
ou` n est la normale a` l’interface. De plus, on suppose que la parame´trisation est telle que
chaque point x sur la surface au temps t, parame´trise´ par (ξ1, ξ2), se de´place suivant la direction
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normale a` la surface. On suppose que non seulement la surface mais aussi la parame´trisation
sont transporte´es suivant la direction normale. Ceci implique que la parame´trisation ne corres-
pond pas ne´cessairement au de´placement d’un quelconque point mate´riel. En accord avec les
notations de l’annexe C, on note tα(α = 1 ou 2) les tangentes dans les directions principales
a` l’interface, on a en ξ3 = 0 :
∂x
∂ξα
= tα (D.4a)
∂n
∂ξα
= − 1
Rα
tα (D.4b)
∂tα
∂ξα
=
1
Rα
n (D.4c)
En combinant (D.4a) et (D.4b), on trouve
∂x
∂ξα
= −Rα ∂n
∂ξα
(D.5)
ou` Rα =
1
κα
, α = 1, 2, sont les rayons de courbure principaux. Cette relation est cohe´rente
avec l’expression des coefficients de Christoffel (Annexe C.8). Il est important de noter que la
convention de signe des annexes C, C.8 et C.9 (et donc dans celle-ci) est telle que κ = −∇s ·n.
En diffe´renciant (D.5) par rapport au temps en suivant un point de la surface, on obtient
∂
∂t
∂x
∂ξα
=
∂
∂ξα
∂x
∂t
=
∂v
∂ξα
=
∂v
∂ξα
n+ v
∂n
∂ξα
, (D.6a)
pour le membre de gauche et
∂
∂t
(
−Rα ∂n
∂ξα
)
= −∂Rα
∂t
∂n
∂ξα
−Rα ∂
∂t
∂n
∂ξα
, (D.6b)
pour le membre de droite, ainsi,
−∂Rα
∂t
∂n
∂ξα
−Rα ∂
∂t
∂n
∂ξα
=
∂v
∂ξα
n+ v
∂n
∂ξα
(D.6c)
Comme n · n = 1, on a :
∂n
∂ξα
· n = 0 (D.7a)
∂n
∂t
· n = 0 (D.7b)
Ainsi, en faisant le produit scalaire de
∂n
∂ξα
avec (D.6c), on trouve :
∂Rα
∂t
= −v −Rα
∂n
∂ξα
· ∂∂ξα ∂n∂t
∂n
∂ξα
· ∂n∂ξα
(D.8)
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On va simplifier la fraction de cette expression. D’apre`s (D.4b) et (D.4c), on a les e´galite´s
∂n
∂ξα
· ∂n
∂ξα
=
1
R2α
(D.9a)
∂n
∂ξα
· ∂
∂ξα
∂n
∂t
= − 1
Rα
tα · ∂
∂ξα
∂n
∂t
= − 1
Rα
(
∂
∂ξα
(
tα · ∂n
∂t
)
− ∂tα
∂ξα
· ∂n
∂t
)
= − 1
Rα
(
∂
∂ξα
(
tα · ∂n
∂t
)
− 1
Rα
n · ∂n
∂t
)
= − 1
Rα
∂
∂ξα
(
tα · ∂n
∂t
)
(D.9b)
ou` le passage des deux dernie`res lignes utilise la relation (D.7b). En remplac¸ant les deux
produits scalaires de l’e´quation (D.8) par leurs expressions simplifie´es (D.9), elle devient :
∂Rα
∂t
= −v +R2α
∂
∂ξα
(
tα · ∂n
∂t
)
(D.10)
En diffe´renciant (D.2) par rapport a` une des deux directions principales de la surface, on
obtient :
∂v
∂ξα
=
∂2x
∂ξα∂t
=
∂2x
∂t∂ξα
=
∂tα
∂t
(D.11)
Comme d’apre`s (D.3) on a
∂v
∂ξα
=
∂vn
∂ξα
=
∂v
∂ξα
n+ v
∂n
∂ξα
, (D.12)
le produit scalaire par n de la relation (D.11) fournit
∂v
∂ξα
=
∂tα
∂t
· n (D.13)
En remarquant que tα · n = 0 implique
∂tα
∂t
· n = −∂n
∂t
· tα (D.14)
on a
∂n
∂t
· tα = − ∂v
∂ξα
(D.15)
L’utilisation de cette dernie`re relation (D.15) dans (D.10) donne :
∂Rα
∂t
= −v −R2α
∂2v
∂ξ2α
(D.16)
En posant comme dans l’annexe (C.9)
κ = κ1 + κ2 =
1
R1
+
1
R2
(D.17a)
H = κ1κ2 =
1
R1R2
(D.17b)
on remarque que
1
R1
=
κ
2
+
√
κ2
4
−H (D.18a)
1
R2
=
κ
2
−
√
κ2
4
−H (D.18b)
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ou` on a choisi R1 ≤ R2. En diffe´renciant (D.17a) et (D.17b) par rapport au temps et en
e´liminant R1 et R2 graˆce a` (D.18a) et (D.18b), nous obtenons
∂κ
∂t
= (κ2 − 2H)v +∆sv (D.19a)
∂H
∂t
= κHv +
κ
2
∆sv +
√
κ2
4
−H
(
∂2v
∂ξ22
− ∂
2v
∂ξ21
)
(D.19b)
ou` ∆s de´signe le laplacien de surface de´fini par la relation (C.20) de l’annexe C. On peut
re´e´crire l’e´volution de la courbure gaussienne (D.19b) en coordonne´es intrinse`ques (i.e. for-
mulation tensorielle inde´pendante du choix d’une base de projection) a` partir du tenseur de
courbure normale, B, (voir section C.4) et du gradient de surface, ∇s, (voir section C.3.2) du
gradient de surface du scalaire v
∂H
∂t
= κHv + (κP−B) : ∇s (∇sv) (D.20)
ou` P repre´sente le projecteur dans le plan tangent a` la surface de´fini par l’e´quation (C.23) et
l’ope´rateur ”:” une double contraction. Si on suppose que
κ
2
≈ 1
R1
≈ 1
R2
, les relations (D.19)
se limitent a` la seule e´quation :
∂κ
∂t
=
κ2
2
v +∆sv (D.21)
D.2 Illustration
La formule (D.16) s’illustre sur des cas tre`s simples (voir figure D.1). Le premier terme
du membre de droite correspond a` une dilatation : si on soumet une bulle sphe´rique de rayon
R0 a` t = 0 a` un champ de vitesse normale constant et e´gal a` −V , son rayon est R0 + V t a`
l’instant t. Le second terme correspond a` la courbure du profil de vitesse normale. Ainsi, plus
ce profil est courbe est plus le rayon de courbure diminue.
D.3 Formulation mettant en e´vidence l’invariance galile´enne
La formule D.16 a e´te´ e´tablie en ne conside´rant qu’un de´placement normal. Par conse´quent,
la de´rive´e temporelle de cette e´quation est associe´e a` ce parame´trage. En particulier, elle est
diffe´rente de la de´rive´e lagrangienne et elle n’est donc pas ne´cessairement nulle pour un champ
de vitesse constant et uniforme. Classiquement, on est habitue´ a` relier la de´rive´e lagrangienne
(ou de´rive´e particulaire, note´ D◦Dt ) a` la de´rive´e eule´rienne, note´
∂◦
∂t
∣∣
x
. En appelant u, le champ
de vitesse sous-jacent, le lien entre ces de´rive´es est :
D◦
Dt
=
∂◦
∂t
∣∣∣∣
x
+ u · ∇◦ (D.22)
La figure D.2 montre que le meˆme raisonnement entre les points A’ et A” (au lieu de A et A”
pour le lien entre de´rive´e lagrangienne et eule´rienne) conduit a`
D◦
Dt
=
∂◦
∂t
∣∣∣∣
x
+ (P · u) · ∇s◦ (D.23)
ou` P est le projecteur de´fini par l’e´quation (C.23). L’application de (D.23) a` un des rayons
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R 0
Vt
n
(a) Dilatation
t o
t
1
n
V
(b) Courbure du profil de vitesse normale
Fig. D.1 – Evolution du rayon
n
u
Pu A"A’
A
Interface
t+dt
t
Fig. D.2 – Lien entre de´rive´e lagrangienne et la de´rive´e associe´e au parame´trage normal
de courbure donne :
DRα
Dt
=
∂Rα
∂t
+ u · tα∂Rα
∂ξα
On a donc :
DRα
Dt
= −u · n−R2α
∂2u · n
∂ξ2α
+ u · tα∂Rα
∂ξα
= −u · n−R2α
(
∂2u
∂ξ2α
· n+ ∂
2n
∂ξ2α
· u+ 2 ∂u
∂ξα
· ∂n
∂ξα
)
+ u · tα∂Rα
∂ξα
Or, d’apre`s D.5, la de´rive´e de la normale s’e´crit :
∂2n
∂ξ2α
=
∂
∂ξα
(
− 1
Rα
tα
)
= − 1
R2α
n+
1
R2α
∂Rα
∂ξα
tα
Ainsi, apre`s e´limination de certains termes :
DRα
Dt
= −R2α
∂2u
∂ξ2α
· n+ 2Rα ∂u
∂ξα
· tα (D.24)
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Cette dernie`re e´quation ve´rifie trivialement DRαDt = 0 pour un champ de vitesse constant en
espace. En combinant les e´quations des deux rayons principaux, on trouve pour la courbure :
Dκ
Dt
=
(
∂2u
∂ξ21
+
∂2u
∂ξ22
)
· n− 2
(
1
R1
∂u
∂ξ1
· t1 + 1
R2
∂u
∂ξ2
· t2
)
(D.25)
Les relations (C.29) et (C.20) impliquent :
∂2u
∂ξ21
+
∂2u
∂ξ22
= ∆su (D.26)
On propose de calculer ∇su : B. On rappelle que par de´finition, le tenseur de courbure B
s’e´crit :
B =
1
R1
t1 ⊗ t1 + 1
R2
t2 ⊗ t2 (D.27)
La relation (C.25) se re´e´crit :
∇su = ∇sux ⊗ [(ex · t1) t1 + (ex · t2) t2 + (ex · n)n] +
∇suy ⊗ [(ey · t1) t1 + (ey · t2) t2 + (ey · n)n] +
∇suz ⊗ [(ez · t1) t1 + (ez · t2) t2 + (ez · n)n]
=
[
∂ux
∂ξ1
t1 +
∂ux
∂ξ2
t2
]
⊗ [(ex · t1) t1 + (ex · t2) t2 + (ex · n)n] +[
∂uy
∂ξ1
t1 +
∂uy
∂ξ2
t2
]
⊗ [(ey · t1) t1 + (ey · t2) t2 + (ey · n)n] +[
∂uz
∂ξ1
t1 +
∂uz
∂ξ2
t2
]
⊗ [(ez · t1) t1 + (ez · t2) t2 + (ez · n)n] (D.28)
Les e´quations (D.27) et (D.28) permettent d’e´crire :
∇su : B = 1
R1
(
(ex · t1) ∂ux
∂ξ1
+ (ey · t1) ∂uy
∂ξ1
+ (ez · t1) ∂uz
∂ξ1
)
+
1
R2
(
(ex · t2) ∂ux
∂ξ2
+ (ey · t2) ∂uy
∂ξ2
+ (ez · t2) ∂uz
∂ξ2
)
(D.29)
On reconnaˆıt alors le deuxie`me terme du membre de droite de (D.25). Finalement, en rem-
plac¸ant (D.26) et (D.29) dans (D.25), on a en coordonne´es intrinse`ques :
Dκ
Dt
= ∆su · n− 2∇su : B (D.30)
Cette dernie`re e´criture ve´rifie trivialement que DκDt = 0 de`s que la vitesse, u, est constante.
D.4 Conclusion
Dans le chapitre 5, on montre que la fonction indicatrice de phase filtre´e de´pend de la
courbure de l’interface. Pour e´tablir l’e´quation de transport de la discontinuite´ e´quivalente
(chapitre 6), on a donc besoin de l’e´quation d’e´volution temporelle de la courbure que nous
avons de´termine´e et interpre´te´e dans cette annexe. En particulier, nous avons vu que l’on
peut de´composer l’e´volution de la ge´ome´trie de l’interface en un phe´nome`ne de dilatation
(fig. D.1(a)) et un phe´nome`ne duˆ a` la courbure du profil de vitesse (fig. D.1(b)).
Annexe E
Discre´tisation des ope´rateurs de
diffe´renciation surfacique
D
ans le but d’e´valuer l’efficacite´ des mode`les que nous avons de´veloppe´s dans le
cadre de la SGE discontinue (voir chapitre 6), il a e´te´ ne´cessaire de discre´tiser cer-
tains des ope´rateurs de diffe´renciation surfacique pre´sente´s dans le paragraphe C.3 de
l’annexe C. Plus pre´cise´ment, nos mode`les ne´cessitent de savoir estimer le tenseur de
courbure normale, le gradient surfacique et le laplacien surfacique. La discre´tisation de
ces ope´rateurs constitue une des difficulte´s majeures dans l’e´valuation de nos mode`les.
L’objectif de cette annexe est d’expliquer cette difficulte´ et de proposer des solutions
afin d’imple´menter les mode`les que nous proposons. Dans cette annexe, on s’appuie
essentiellement sur le travail de the`se de Debunne [16]. On adapte les re´sultats obte-
nus pour les ope´rateurs de de´rivation classiques a` la discre´tisation des ope´rateurs de
de´rivation surfaciques.
E.1 Le the´ore`me de Gauss
On conside`re le syste`me de coordonne´es (x1, x2, x3) associe´ a` une base canonique fixe et
le syste`me de coordonne´es ge´ne´ralise´es associe´es a` l’interface (ξ1, ξ2, ξ3) (voir annexe C). Le
the´ore`me de Gauss permet de re´duire le calcul d’une inte´grale sur un volume a` celui d’une
inte´grale sur la surface du volume,∫
V
∂s
∂xi
dV =
∫
∂V
snidS pour i = 1, 2 ou 3 (E.1)
ou` s est un champ scalaire et n la normale a` la surface d’inte´gration ∂V , frontie`re de V .
Puisque la surface des inclusions est discre´tise´e par des triangles, les vecteurs de la base
associe´e a` l’interface sont constants sur ces triangles. On peut appliquer le the´ore`me pre´ce´dent
sur chacun de ces triangles, T , en se plac¸ant dans la restriction de l’espace de´finie par le plan
du triangle T ∫
T
∂s
∂ξα
dS =
∫
∂T
sναdL pour α = 1 ou 2 (E.2)
ou` s est un champ scalaire surfacique et ν la normale au contour d’inte´gration ∂T , frontie`re de
T . La normale pre´ce´dente appartient bien suˆr au plan tangent a` la surface car elle est dans la
restriction de l’espace dans laquelle nous nous sommes place´s : le plan de´fini par le triangle T .
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Puisque les ope´rateurs de de´rivation surfacique sont de´finis a` partir de l’ope´ration e´le´mentaire
de la de´rivation d’un scalaire suivant une direction tangente, la formule pre´ce´dente permet
de les e´crire sous la forme d’une inte´grale de contour. Le principe des calculs qui vont suivre
est d’appliquer l’e´quivalent surfacique du the´ore`me de Gauss a` de petites re´gions de l’espace
qui entoure le point ou` on veut estimer la de´rive´e. On va supposer cette portion de l’interface
suffisamment petite pour y conside´rer les de´rive´es ∂s∂ξα comme constantes et pouvant donc eˆtre
extraite de l’inte´grale de surface. L’inte´grale de contour pourra quant a` elle eˆtre e´value´e en
faisant des hypothe`ses sur la forme du champ conside´re´.
E.2 Re´gion de Vorono¨ı
Une des surfaces sur laquelle nous allons appliquer le the´ore`me de Gauss est de´finie comme
e´tant la re´gion de Vorono¨ı associe´e a` chaque marqueur lagrangien (i.e. les sommets des tri-
angles T du paragraphe pre´ce´dent). Cette re´gion est celle contenant les points de l’espace qui
sont plus proches du marqueur conside´re´ que d’aucun autre marqueur (voir fig. E.1). C’est
donc la zone la plus a` meˆme d’eˆtre repre´sente´e par la particule. Ces re´gions s’adaptent na-
turellement a` la disposition des marqueurs lagrangiens, leur union couvrant tout l’espace et
donnant a` chaque particule une importance ade´quate.
 
 




		
		
 

T
Re´gion de Vorono¨ı du marqueur a
a
bT cT
Fig. E.1 – De´finition de la re´gion de Vorono¨ı
E.3 Discre´tisation du gradient surfacique
On suppose que le champ scalaire v est discre´tise´ aux sommets des triangles T . On dispose
donc de trois valeurs pour chaque triangle et il est naturel de supposer le gradient surfacique
du champ s constant par triangle. En appliquant la formule E.2 sur le triangle de sommets a,
b et c, on trouve le re´sultat classique des e´le´ments finis lorsqu’on prend les fonctions chapeaux
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comme fonctions de base
(∇sv)T =
1
2|T | (va ana + vb bnb + vc cnc) (E.3)
ou` |T | est l’aire du triangle T , va (respectivement vb et vc) correspond a` la valeur de v au
sommet a (respectivement b et c), na repre´sente la normale unitaire a` l’areˆte bc entrante dans
le triangle (abc) et appartenant au plan de´fini par ce triangle, enfin, a est e´gale a` la longueur de
l’areˆte bc. Les de´finitions pre´ce´dentes sont illustre´es par la figure E.2. Pour estimer le gradient
surfacique au marqueur lagrangien m (sommet des triangles T ), on fait la moyenne, ponde´re´e
par l’aire de la re´gion de Vorono¨ı, des gradients surfaciques de tous les triangles dont un des
sommets et le marqueur m
(∇sv)m =
∑
T A
m
T (∇sv)T∑
T A
m
T
(E.4)
ou` AmT est l’aire de l’intersection entre la re´gion de Vorono¨ı du marqueur m et du triangle T .
b′
na
b
c
c′
aˆ
a
a
c
G
b
bˆ cˆ
Fig. E.2 – Notations ge´ome´triques d’un triangle T
E.4 Discre´tisation du tenseur de courbure
Pour discre´tiser le tenseur de courbure, nous avons d’abord recherche´ ce qui existait dans
la litte´rature. Nous avons trouve´ des travaux re´cents qui utilisent les directions principales
(vecteurs propres des valeurs propres non nulles du tenseur de courbure) pour optimiser
des techniques de remaillage [15]. On y trouve une formule robuste pour estimer le tenseur
de courbure qui posse`de des proprie´te´s de convergence en maillage et qui est relativement
simple a` imple´menter. Cependant, pour des raisons de cohe´rence entre la fac¸on de calculer les
diffe´rents termes qui tiennent compte de la variation de la courbure, nous n’avons finalement
pas utilise´ ce re´sultat. Nous sommes revenu a` la de´finition du tenseur de courbure normale,
B, qui permet d’e´crire (voir paragraphe C.4) :
B = −∇sn (E.5)
Nous avons naturellement de´fini la normale discre`te en chaque triangle comme la normale a`
ce triangle. Puisque l’on ne sait e´valuer le gradient surfacique que pour les champs discre´tise´s
aux marqueurs, on de´finit la normale en chaque marqueur m comme la moyenne, ponde´re´e
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par l’aire de la re´gion de Vorono¨ı, des normales de tous les triangles dont un des sommets et
le marqueur m
(∇sn)m =
∑
T A
m
T (∇sn)T∑
T A
m
T
(E.6)
A partir de cette normale discre´tise´e aux sommets, on trouve (∇sn)T puis, en utilisant la
de´finition (E.4), on calcule le tenseur de courbure normale en chaque sommet (∇sn)m. Le
re´sultat obtenu est proche de celui que fournit la formule de Cohen-Steiner et Morvan [15].
De plus, on retrouve a` peu pre`s la valeur de la courbure moyenne (κ = Tr(B)) calcule´e
par ailleurs par la me´thode de Front-tracking pour l’e´valuation des forces interfaciales. La
figure E.3 trace les directions principales de la surface de la bulle. Elles correspondent aux
vecteurs propres des valeurs propres non nulles du tenseur de courbure normale ou encore
aux directions principales de la surface (i.e. les directions suivant lesquelles la courbure est
minimale ou maximale).
(a) Courbure principale maximale (m
−1)
et direction associe´e
(b) Courbure principale minimale (m
−1) et
direction associe´e
Fig. E.3 – Valeurs propres et vecteurs propres du tenseur de courbure normale, t = 200∆t
E.5 Discre´tisation du laplacien surfacique
Tout comme le laplacien classique, le laplacien surfacique, ∆s, correspond a` la divergence
du gradient (voir paragraphe C.3.5), en appliquant a` ∇s · (∇sv), sur une portion T de la
surface S, le the´ore`me de la divergence surfacique (voir paragraphe C.10) qui se de´duit de
l’e´galite´ (E.2), on obtient∫
T
∆svdS =
∫
T
∇s · (∇sv) dS =
∫
∂T
(∇sv) · νdL (E.7)
ou` ν est le vecteur surfacique normal du contour ∂T de la portion T . En supposant le lapla-
cien constant sur la re´gion de Vorono¨ı du marqueur m, on trouve en appliquant la formule
pre´ce´dente sur cette re´gion
(∆sv)m
∑
T
AmT =
∑
T
∫
∂Vm
T
(∇sv) · νdL (E.8)
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ou` ∂V mT est le contour de la re´gion de Vorono¨ı du marqueur m compris dans le triangle T . On
suppose que le marqueur m correspond au sommet a du triangle T constitue´ des sommets a,
b et c. En notant G le centre de gravite´ du triangle T , b′ le milieu de l’areˆte ac et c′ celui de
l’areˆte ab, l’aire AmT est e´gale a` :
AmT =
1
2
c′G · c
2
+
1
2
b′G · b
2
(E.9)
En faisant apparaˆıtre les angles bˆ et cˆ, on trouve :
AmT =
1
8
(
c2cotan(cˆ) + b2cotan(bˆ)
)
(E.10)
Puisque le gradient surfacique est constant sur chaque triangle T , en utilisant l’expres-
sion (E.3), son inte´grale sur le contour de la re´gion de Vorono¨ı s’e´crit :∫
∂Vm
T
(∇sv) · νdL = 1
2|T | (va ana · (b+ c) + vb bnb · c+ vc cnc · b) (E.11)
ou` b (respectivement c) est le vecteur de norme b′G (respectivement c′G) oriente´ suivant
l’areˆte ac (respectivement ab) du sommet a vers le sommet c (respectivement b). Le vecteur
b (respectivement c) est en fait normal a` la droite (b’G) (respectivement c’G) et sortant de
la re´gion de Vorono¨ı. On a donc, en introduisant comme pre´ce´demment les angles bˆ et cˆ :∫
∂Vm
T
(∇sv) · νdL = 1
2
(
cotan(cˆ)(vb − va) + cotan(bˆ)(vc − va)
)
(E.12)
Finalement, en combinant les relations (E.8), (E.10) et (E.12), on a
(∆sv)m = 4
∑
T
(
cotan(cˆT )(vTb − va) + cotan(bˆT )(vTc − va)
)
∑
T
(
(cT )2 cotan(cˆT ) + (bT )2 cotan(bˆT )
) (E.13)
ou` l’exposant T rappelle que les grandeurs de´pendent du triangle ou` l’on se trouve. Bien que
l’on a conside´re´ le champ u comme localement line´aire, ce qui devrait normalement conduire
a` une de´rive´e seconde nulle, le fait d’en conside´rer la valeur comme une fonction par morceaux
sur plusieurs triangles cre´e un laplacien non nul aux sommets.
E.6 Conclusion
Dans cette annexe, on a pre´cise´ comment calculer de fac¸on cohe´rente le tenseur de courbure
normale, le gradient et le laplacien surfaciques d’un scalaire. Puisque nos champs vectoriels
sont exprime´s dans la case canonique fixe, nous calculons leur de´rive´e composante par compo-
sante. Nous n’avons donc besoin que des formules pour les scalaires. Le travail re´sume´ ici, nous
a permis de tester a priori notre mode´lisation du transport de la discontinuite´ e´quivalente
(voir paragraphe 6.6).
Annexe F
Me´thode du simplexe
A
fin de de´terminer les coefficients souhaitables devant les mode`les que nous avons
de´veloppe´ dans le cadre de la SGE discontinue (voir chapitre 6), nous avons e´te´
amene´ a` utiliser l’algorithme de minimisation du simplex. Ce dernier est tre`s rudi-
mentaire mais extreˆmement facile a` imple´menter. De plus, malgre´ un couˆt nume´rique
relativement important, cet algorithme est robuste et efficace. Enfin, il est relativement
intuitif a` comprendre. L’objectif de cette annexe se limite a` en pre´senter le principe.
Pour se procurer les sources, ou consulter d’autres algorithmes de minimisation, on
pourra consulter les Numerical Recipes.
F.1 De´finition
Dans cette annexe, on pre´sente l’algorithme de Nelder et Mead [70] a` ne pas confondre
avec l’algorithme du simplexe en programmation line´aire. Un simplexe de dimension k est
l’enveloppe convexe de k+1 vecteurs x1, ... , xk+1 de R
n, k ≤ n, affinement inde´pendants, c’est-
a`-dire que les k vecteurs x1−xk+1, x2−xk+1, ... , xk−xk+1 sont line´airement inde´pendants.
Par exemple, trois points non aligne´s dans R2, ou quatre points non coplanaires dans R3 sont
affinement inde´pendants, et de´finissent des simplexes de dimension 2 et 3, respectivement.
Lorsqu’on cherche a` minimiser une fonction couˆt qui de´pend deN variables, l’algorithme de
Nelder et Mead travaille avec un simplexe de dimension N constitue´ de N+1 vecteurs de RN .
Par rapport a` la de´finition pre´ce´dente on a donc k = n = N . Dans notre cas particulier, nous
avons N = 2 car on cherche a` minimiser l’erreur de notre mode`le en fonction des coefficients
devant l’hypothe`se de similarite´s d’e´chelles et les termes qui tiennent compte de l’e´volution
de la courbure (voir paragraphe 6.6).
F.2 Description de la me´thode
La me´thode du simplexe est dite d’ordre 0 car elle ne´cessite uniquement d’e´valuer la valeur
de la fonction et aucune de´rive´e. L’algorithme de minimisation de Nelder-Mead est base´ sur
la comparaison des valeurs de la fonction dans les (N + 1) sommets d’un simplexe ge´ne´ral.
Le simplexe se modifie a` travers les ope´rations de re´flexion, d’expansion et de contraction,
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en changeant le sommet avec la plus grande valeur de la fonction couˆt par un autre point de
valeur plus petite. La figure F.1 illustre ge´ome´triquement pour un simplexe d’ordre 3 dans
R
3 les transformations possibles. La figure F.2 de´crit l’algorithme de la me´thode de Nelder et
Mead. L’initialisation se fait en pre´cisant (N+1) sommets. La distance qui se´pare les sommets
doit eˆtre caracte´ristique du proble`me. Dans notre cas, on cherche a` de´terminer les parame`tres
de notre mode`le et on s’attend a` qu’ils soient proches de 1. On a donc choisi les trois sommets
du type (1, 1), (1, 2) et (2, 1). Le test de convergence consiste a` ve´rifier la distance entre chaque
couple de sommets. Nous avons fixe´ ce parame`tre a` 10−5. Le nombre d’ite´rations pour notre
proble`me e´tait de l’ordre de la centaine.
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Maximum
Minimum
Reflexion Reflexion et expansion
Contraction Contraction multiple
Simplexe d’origine
Fig. F.1 – Transformation possible au cours d’une e´tape de la me´thode du simplexe.
F.3 Conclusion
La me´thode du simplexe est relativement intuitive. Nous l’avons facilement mis en oeuvre
afin de de´terminer les coefficients de nos mode`les dans l’e´quation de transport de l’interface
filtre´e discontinue (voir chapitre 6).
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fi : valeur de la fonction couˆt au point Pi
PM : point du simplex pour lequel la fonction couˆt a
Initialiser le simplexe
De´terminer
Re´flexion
Pr = Pg + cr(Pg − PM)
PM , Pm, Ps, Pg, fM , fm, fs
Oui
Non
fr ≤ fm ? Non
Oui
Pi : point du simplexe
la plus grande valeur
Pm : point du simplexe pour lequel la fonction couˆt a
la plus petite valeur
Ps : point du simplexe pour lequel la fonction couˆt a
la seconde plus grande valeur
Pg : centre de gravite´ des points du simplexe sans
conside´rer PM
cr : coefficient de re´flexion
cc : coefficient de contraction
ce : coefficient d’expansion
fr < fm ? fr < fM ?
Oui
Non
Contraction
PM par Pr
Remplacer
Expansion
fe < fr ?
Non
Oui
Pe = Pg + ce(Pr − Pg)
Remplacer Remplacer
Oui
Converge´ ?
Non Oui
FIN
Non
fc > fM ?
Pe = Pg + cc(PM − Pg)
Remplacer
PM par PcPM par Pe PM par Pr
Pi+Pm
2
Remplacer tous les Pi par
Fig. F.2 – Organigramme de la me´thode de Nelder et Mead
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Mode´lisation physique des interactions entre interfaces et turbulence
Re´sume´ Les interactions complexes entre interfaces et turbulence modifient
conside´rablement les proprie´te´s des e´coulements. Pour tenir compte de ces interactions en mi-
nimisant le couˆt nume´rique des simulations, notre strate´gie consiste a` utiliser et a` ame´liorer une
me´thode de SND pour de´velopper le concept Interface and Subgrid Scale. ISS est un e´quivalent
pour les e´coulements diphasiques de la simulation des grandes e´chelles pour les e´coulements
monophasiques. Son objectif est de tenir compte des interactions entre interfaces et turbulence
dans des mode`les sous-maille. En appliquant un filtre spatial aux e´quations, nous avons exhibe´
les termes sous-maille spe´cifiques aux e´coulements diphasiques qui ne´cessitent une fermeture.
Graˆce a` des tests a priori re´alise´s sur de nombreuses SND, nous avons montre´ que l’hypothe`se
de similarite´s d’e´chelles, re´interpre´te´e pre`s de la discontinuite´, permet de mode´liser les inter-
actions sous-maille entre interfaces et turbulence. De fac¸on comple´mentaire, et a` l’aide de la
me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s, nous avons de´termine´ les relations de
saut des grandeurs filtre´es et e´tabli l’e´quation de transport du lieu de ces relations de saut,
i.e. de l’interface filtre´e discontinue.
Mots-cle´s : e´coulement diphasique, front-tracking, turbulence, SND, SGE.
Physical modelling of interactions between interfaces and turbulence
Abstract The complex interactions between interfaces and turbulence strongly impact the
flow properties. Unfortunately, Direct Numerical Simulations (DNS) have to entail a number
of degrees of freedom proportional to the third power of the Reynolds number to correctly
describe the flow behaviour. This extremely hard constraint makes it impossible to use DNS for
industrial applications. Our strategy consists in using and improving DNS method in order
to develop the Interfaces and Subgrid Scales concept. ISS is a two-phase equivalent to the
single-phase Large Eddy Simulation (LES) concept. The challenge of ISS is to integrate the
two-way coupling phenomenon into subgrid models. Applying a space filter, we have exhibited
correlations or subgrid terms that require closures. We have shown that, in two-phase flows,
the presence of a discontinuity leads to specific subgrid terms. Comparing the maximum of
the norm of the subgrid terms with the maximum of the norm of the advection tensor, we
have found that subgrid terms related to interfacial forces and viscous effect are negligible.
Consequently, in the momentum balance, only the subgrid terms related to inertia have to
be closed. Thanks to a priori tests performed on several DNS data, we demonstrate that the
scale similarity hypothesis, reinterpreted near discontinuity, provides subgrid models that take
into account the two-way coupling phenomenon. These models correspond to the first step
of our work. Indeed, in this step, interfaces are smooth and, interactions between interfaces
and turbulence occur in a transition zone where each physical variable varies sharply but
continuously. The next challenge has been to determine the jump conditions across the sharp
equivalent interface corresponding to the subgrid models of the transition zone. We have used
the matched asymptotic expansion method to obtain the jump conditions. The first tests on
the velocity of the sharp equivalent interface are very promising.
Keywords: two-phase flow, front-tracking, turbulence, DNS, LES.
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